MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

CALISMA ATOLYESI / KONU 01

Uc boyutlu uzay ve vektorler

Koordinatlar, norm, birim vektor, skaler ve vektorel ¢arpim, izdiigim ve lineer ba-
gimsizhk.

Bu boliimiin hedefleri

* Nokta ile vektor arasindaki farki aciklamak; uzunluk ve yon bulmak.
* Bir soruda skaler ¢carpim mi vektdrel carpim mi gerektigini secmek.

* Alan, hacim, izdisim ve bagimsizlik problemlerini ¢ozmek.
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1 Uzayi koordinatlarla okumak

Bir noktay1 belirtmek i¢in konum, bir vektoru belirtmek i¢in biyuklik ve yon gerekir. Sag
elli Kartezyen sistemde P = (z, y, ) noktasinin koordinatlari sirasiyla yz, 2z, xy diizlemlerine
gore isaretli konumunu anlatir. zy dizlemi > = 0, zz diuzlemi y = 0, yz dizlemi x = 0 ile
tanimlanir. U¢ koordinatin igaretleri uzayi sekiz bolgeye ayirir.

A noktasindan B noktasina giden vektor her koordinatta son eksi ilk alinarak bulunur. Basg-
langic noktasi degisse bile ayni buiyuklik ve yonu koruyan oklar ayni serbest vektoru temsil
eder. Buna karsilik O A, baslangici orijin oldugu i¢cin konum vektorudur.

AB = (x5 — 7a,y5 —yar2p — 24), (A, B) = /(w5 — 74) + U5 — yA)2 + (25 — 2a)2.

Tek degiskenli tiirev ve integral kurallari sonraki bolimlerde kullanilacak. Bu ilk bolim
icin Pisagor bagintisi, determinant ve temel trigonometri yeterlidir.

2 Vektor islemleri, norm ve birim vektor

u = (up,uz,u3) ve V= (v1, v, v3) icin toplama bilegen bilesen yapilir. \w uzunlugu |\| katina ¢i-
karir; A < 0ise yonu ters ¢evirir. Standart baz i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0, 1) oldugundan
u = upi + uoj + usk yazilir.

~ u
U+ V= (uy +vi,us + vg,uz + v3), ||u||:\/u%+u§+u§, u:HT” (w#0).

Ornek 1.1 | Birim vektor

u = (3,4) yonundeki birim vektori bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA2026. jpg

Adim adim ¢oziim

1. Once norm alinir: |ju|| = /9 + 16 = 5.

2. Her bileseni 5 ile boliince u = (3/5,4/5) elde edilir. Norm kontrold 9/25 + 16/25 = 1
verir. Ters yondeki birim vektér bunun negatifidir.

0 icin yon ve birim vektor tanimlanmaz. Birimlestirme yapmadan 6nce paydanin sifir
olmadigini kontrol et.

=

N
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3 Skaler carpim, aci ve diklik

Skaler carpim iki vektorun ayni dogrultuda ne kadar bileseni bulundugunu oélcer; sonucu
sayidir. Bilegsen formulu hesaplamada, geometrik formil ac1 yorumunda kullanilir. Sifir ol-
mayan vektorler icin ¢carpim pozitifse dar, negatifse genis, sifirsa dik a1 vardir.

u-v

U -V =uyv; + usvs + uzvz = ||uf|||v]| cosd oSl = ——.
’ [alffv]

Ornek 1.2 | Dersteki agi sorusu

u=(2,-1,3) ve v=(1,4,2) dik midir? cos 6 nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ0@32. jpg

Adim adim ¢oziim

1. w-v=2-4+6=4. Carpim sifir olmadigindan dik degildirler.

2. ||u|| = V14, ||v|| = v/21. Dolayisiyla cos @ = 4/+/294. Pozitif sonug¢ acinin dar oldugunu
dogrular.

Yon kosinusleri, vektorun pozitif koordinat eksenleriyle yaptig1 acilarin kosinusleridir.
cosa = uy/|[ul], cos B = uz/|[ul|, cosy = uz/|[u|| ve cos? a + cos? 3 + cos? v = 1. Bu bagint1 birim
vektor kontroliiniin bagka bir bigimidir.

Vektor acisi ve dogru agisi

Iki vektoriin agis1 [0, 7] aralifindadir. iki yonsiiz dogru arasindaki kiiciik ac1 icin paydaki
skaler carpimin mutlak degeri kullanilir.

4 izdiisiim: bir vektorii iki parcaya ayirmak

Bir kuvveti egim boyunca ve egime dik bilegsenlerine ayirirken izdisum kullanihir. u vekto-
runun v dogrultusundaki isaretli skaler bileseni bir sayidir; vektorel izduisumu ise bu say1 ile
v carpilarak elde edilir.

u-v
comp,u = ——— V.

: proj,u =
v’ Yol

u, = u — proj,u kalan v ile diktir. Kontrol igin kalanla v skaler ¢arpilir. isaretli bilesen
negatif olabilir; izdigimun uzunlugu istendiginde mutlak deger alinir.
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Ornek 1.3 | izdiisiim hesabi

u = (2,1,2) vektorini v = (1,0, 1) dogrultusuna izdusurunuz.

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. w-v =4, ||v||? = 2. Bu ylizden izdiigiim 2(1,0,1) = (2,0, 2).

2. Dik kalan (0, 1,0) olur ve (0,1,0) - (1,0,1) = 0. Skaler bilesen 4/v/2 = 2v/2.

u

u

SR

proj, u v

izdustiim, vektérii bir dogrultuya paralel ve o dogrultuya dik iki bilesene ayirir.

5 Vektorel carpim ve alan

Vektorel carpim R? icinde her iki girdiye de dik bir vektor tretir. Yoni sag el kuraliyla be-
lirlenir. Sira degisirse isaret degisir; bu yuzden determinant agilimindaki orta bilegsenin eksi
isaretine dikkat edilir.

i j Kk
UWXV=|u us uzl = (U2U3 — U3V2, U3V1 — ULV3, ULV — uzvl).
U1 Vg U3
. 1
||ll X V” = ||llH||V|| sin g, Aparalelkenar = ||ll X VH, Aﬁggen = 5”“ X V||
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Ornek 1.4 | Tahtadaki vektorel carpim

u=(1,2,3),v=(2,0,1) i¢in u x v bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261023-WA2029. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. Bilesenler (2-1-3-0,3-2—1-1,1-0—2-2) seklindedir. Sonug (2, 5, —4).

2. Diklik kontrolleri: (2,5, —4) - (1,2,3) =2+ 10 — 12 = 0 ve (2,5,—4) - (2,0,1) = 4 — 4 = 0.
Alan /45 = 3+/5, icgen alani 3/5/2.

LETEE QS

Sifir olmayan iki vektor icin u x v = 0 paralellik demektir. Bilesen oranlarini kullanmak
mumKkiin olsa da sifir bilesenler varsa capraz ¢arpim daha giivenlidir.

6 Karma carpim, hacim ve ayni diizlemde olma

Ug vektoriin skaler karma carpimi bir taban alani ile isaretli yiiksekligin ¢arpimidir. Sonucun
mutlak degeri paralelyiizliiniin hacmidir. U¢ vektér ayn diizlemsel alt uzaydaysa yiikseklik
sifirdir; determinant da sifir olur.

14
wvw=u (vxw), V=[wvwl  Virtyia = 6

Ornek 1.5 | Hacim ve bagimsizlik

u=(1,0,0),v=(0,2,0),w = (1,1, 3) igin hacim ve bagimsizlik nedir?

Pekistirme

1. vxw = (6,0,—2); w-(vxw) = 6. Paralelylizli hacmi 6, dortyuzli hacmi 1 birim kiiptir.

2. Determinant sifir olmadigindan bu ¢ vektor lineer bagimsizdir ve R? igin baz olus-
turur.

J

Lineer bagimsizlik, cu + Av + yw = 0 esitliginin yalnizca sifir katsayilarla saglanmasidir. iki
vektorde bagimsizlik paralel olmamaya, ti¢ vektorde sifir olmayan determinanta indirgenir.
R? iginde ikiden fazla vektor bagimsiz olamaz.

ul
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7 Dersteki lineer bagimsizlik ornekleri

Ornek 1.6 | Diizlemde bagimh vektorler

u = (1,2),v=(-3,-6) bagimsiz midir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@@33. jpg

Adim adim ¢oziim
1. v = —3u. Bunedenle 3u + v = 0, sifirdan farkl katsayilarla saglanir.

2. Dogrultular1 ayni oldugu i¢in birlikte diizlemi germezler; yalnizca bir dogruyu gerer-
ler.

Ornek 1.7 | Diizlemde baz

u=(2,-3),v=(-5,4) dizlem i¢in baz midir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ@34. jpg

Adim adim ¢oziim

|

1. Determinant 2-4 —(—3)(—5) = 8 —15 = —7 # 0. Dolayisiyla bagimsizdirlar ve bazdirlar.

2. Her (z,y), au + gv olarak tek bicimde yazilir. Denklem sistemi ¢ozulirse a = —(4z +
5y)/7, 8 = —(3z + 2y)/7. Yerine koyma her iki koordinat1 dogrular.

S

8 Yontem secimi ve kendi kendini kontrol

istenen Kullamilacak islem Kontrol

Ac1/ diklik u-v Sonug bir sayidir.

Dik vektor / alan uxv Her iki vektorle skaler carpim
sifir.

Hacim / ticli bagimsizlik Karma carpim Hacim negatif olamaz.

Yon / birim vektor Norma bolme Norm 1 olmal.

Ornek 1.8 | Pekistirme

a=(1,1,0),b = (1,-1,2) i¢in diklik, birim vektor ve paralelkenar alanini bulunuz.

Pekistirme

|

Adim adim ¢6ziim
1. a-b = 0, dolayisiyla diktirler. a = (1,1,0)/v/2.

2. a xb = (2,-2,-2); alan 2v/3. Ayrica dik vektorlerde alan |a|||b|| = v2v6 = 2v/3, ayn1
sonucu verir.

(o))
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Kaynaklar ve kapsam

Bu metin 156 ders/defter fotografl ve alt1 bashikli miufredata gore 6zgin olarak yazildi. Fo-
tograflar dersin sira ve drneklerini belirler. Ek sorular pekistirme olarak etiketlidir; ¢ikmig
siav sorusu iddiasi yoktur. Soluk semboller tahminle aktarilmadi. Gradyan ve yonlu tirev,
mifredat geregi tamamlanan anlatimdir. Fotograf bazinda inceleme dizini web sitesinde ve
analysis/FOTOGRAF_INCELEMESL.md dosyasinda bulunur. Birincil ders malzemesi. Kul-
lanicinin sagladigl 156 JPG ders/defter fotografi ve mufredat.png. Dosya tarihleri ders tarihi
olarak varsayilmadi. Konu-fotograf eslestirmesi fotograf dizinindedir.

Erwin Kreyszig - Advanced Engineering Mathematics. Dersin belirtilen kitab1. Wiley 10.
baski bolum diziniyle vektor diferansiyel hesabi baghgi eslestirildi; tam kitap dosyasi saglan-
madi. Kitaptan birebir metin veya soru aktarimi yapilmadi. https://bcs.wiley.com/he-bcs/
Books?action=contents&bcsId=6140&itemId=0470458364

KOCW - Kreyszig temelli Boliim 9 ders notlari. Sungkyunkwan / Kim Munhyeon, vektor-
ler ve vektor fonksiyonlari. Acik tiiniversite notu kavram ve formil kontrolinde kullanildi.
Buradaki Turkce aciklamalar ve ¢ozimler 6zgun olarak yazildi. https://contents.kocw.net/
KOCW/document/2015/sungkyunkwan/kimmunhyeon3/8.pdf

Zill ve Wright - Calculus / Matematik. Kullanicinin verdigi bibliyografya: I. N. Cangiil ce-
virisi, Nobel, 2013. Tam metne erisilmedi; baskiya 6zgl sayfa ve soru numarasi atfedilmedi.

Mustafa Balci - Genel Matematik II. Kullanicinin verdigi bibliyografya: Siirat, 2013. Tam
metin saglanmadi; bu kitaptan dogrulanmis alint1 veya sayfa atfi yapilmada.

MIT OCW - 18.02 ders notlari. Denis Auroux, 2007. Ders duizeni ve kavram denetimi icin
acik ders dizini. Mufredat disindaki ¢ok katli integraller ve integral teoremleri bu calismaya
eklenmedi. https://ocw.mit.edu/courses/18-02-multivariable-calculus-fall-2007/pages/
lecture-notes/

MIT - Teget diizlem ve gradyan. Gradyanin teget diizlem ve yonli turevle iligkisi i¢in agik
teknik kontrol kaynag1. Konuya eklenen ornekler 6zgin pekistirme sorularidir. https://www.
ocw.mit.edu/ans7870/18/18.013a/textbook/HTML/chapter@6/section®d5.html
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