MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

CALISMA ATOLYESI / KONU 02

Dogrular, diizlemler ve kuadratik
yuzeyler

Parametrik denklemler, acilar, uzakliklar; kire, silindir, koni ve temel kuadriklerin
kesitleri.

Bu boliimiin hedefleri

* Bir dogruyu nokta ve yonle, bir diizlemi nokta ve normalle kurmak.
» Kesisim, ac1 ve uzaklikta uygun vektoru belirlemek.

» Kuadratik yuzeyleri isaretleri ve diizlem kesitleriyle tanimak.
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1 Uzayda dogru: nokta ve yon

Bir dogrunun tek bir baslangic noktas1 P, ve sifir olmayan bir dogrultu vektori u bilinirse
tiim noktalar1 bir parametreyle iiretilir. Iki nokta verilmigse yon olarak aralarindaki fark
alinir. Ayni dogru icin baslangi¢ noktasi veya yontin sifir olmayan kat1 degisebilir.

rit)y=ro+ta, z=ux¢0+at, y=yo+bt, z=2z +ct, teR.

a,b, c sifir degilse (z — z¢)/a = (y — yo)/b = (2 — 20)/c simetrik bi¢cimi elde edilir. Bir bilesen
sifirsa ona ait koordinat sabittir. Ornegin b = 0 ise y = y, ayrica yazilir; sifira bélme yapilmaz.

Ornek 2.1 | iki noktadan gecen dogru

A=1(0,1,2), B=(3,1,—1) dogrusunu bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA0@32. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. AB = (3,0, —3), bunun yerine (1,0, —1) kullanilabilir.

2. x=t,y=1, z=2—t. Kartezyen bicim = = 2 — z, y = 1. Parametre 0 iken A, 3 iken B
elde edilir.

Ornek 2.2 | Nokta ve paralel vektor

A = (1,2,3) noktasindan gecen ve (2, 3,0) yonine paralel dogruyu yaziniz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ030. jpg

l.z=1+2t,y=2+3t, z=3.

2. Simetrik gosterim (z —1)/2 = (y — 2)/3, ayrica z = 3. Iki denklem uzayda tek dogruyu
belirler.

2 Dogrularin konumlari ve acilari

iki dogru karsilastirilirken ilk adim yon vektérlerini karsilastirmaktir. Paralel yonler icin
bir dogrunun noktasi 6tekinin tizerinde de bulunuyorsa dogrular cakigiktir. Paralel olmayan
yonlerde kesisim i¢in iki parametreli ti¢ denklem ¢ozilur. Cozim yoksa dogrular aykiridir.

u- vl
v

CoSy =

o
IN
©
IN

.
5

Uzayda diklik niiansi

u - v = 0 yonlerin dik oldugunu soyler. Dogrularin dik kesistigini sdylemek icin ayrica
kesistiklerini kontrol et; uzayda aykir1 dogrularin da yonleri dik olabilir.
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Ornek 2.3 | Tahtadaki sifir paydali gésterim

Tahtada z/1 =y/1 =2/0ve (zx —1)/1 =y/(—1) = z/0 ile belirtilen dogrularin acis1 nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261001-WA@014. jpg

1. Bu gosterimde /0 gercek bir bolum degildir; z = 0 kisitinin kisa yazimi olarak yo-
rumlanir. Parametrik bigimler (¢,¢,0) ve (1 + s, —s,0) olur.

2. Yonler (1,1,0), (1,—1,0), carpimlar1 0.t = 1 + s = —sdent = 1/2,s = —1/2; kesisim
(1/2,1/2,0). Dolayisiyla ac1 90°.

3 Duzlem denklemi ve normal vektor

Bir duzlemin i¢inde pek cok dogrultu vardir; bunlarin timiune dik olan bir normal vektor
duzlemin yonelimini belirler. P, dizlem tzerinde ve n = (A, B,C) # 0 normal ise her P
noktasi igin Iﬁ -m = 0 yazilir.

Alx —20)+ By — ) +C(z—20) =0 <= Ax+By+Cz+D=0.

U¢ nokta verildiginde ayni baglangictan ¢ikan iki fark vektoriintin vektérel ¢arpimi normal
olur. Carpim sifirsa noktalar dogrudastir ve tek bir diizlem belirlemez. Bulunan denklemi
her uc¢ noktada denemek iyi bir hata kontroludur.

Ornek 2.4 | Koordinat eksenlerini kesen diizlem

A=(1,0,0),B=(0,1,0),C = (0,0,1) noktalarindan gecen diizlemi bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261001-WA@@14. jpg
/

1. 4B = (~1,1,0), AC = (~1,0,1). Carpimlar (1,1, 1).

2. (x—1)4+y+2z=0,yaniz +y + z = 1. Ug nokta da denklemi saglar.

Ornek 2.5 | Nokta ve normal ile diizlem

A = (2,3,4) noktasindan gecen, normali (1,3, 4) olan dizlemi bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261023-WAQ030. jpg

Adim adim ¢oziim

1. (z—-2)+3(@y—3)+4(z—4) =0.

2. Duzenlenince = + 3y + 42 — 27 = 0. Normalin herhangi bir sifir olmayan kati1 ayni
dizlemi verir.
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4 Dogru-diuzlem ve iki diizlemin kesisimi

Dogruyu diizlemde yerine koyunca parametre icin tek bir lineer denklem ¢ikar. m - w # 0
ise tek kesisim vardir. n - w = 0 ise dogru diizleme paraleldir; baslangi¢c noktas1 denklemi
saghyorsa dogru dizlemin icindedir.

Ornek 2.6 | Dersteki dogru-diizlem kesisimi

(x—2)/1=y/2=(2+1)/(—1) dogrusu ile z — y + 2z = 3 dlizleminin kesigimi nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261001-WA®014. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. =2+t y=2t, 2=—1—tyazilir

2. Yerine koyunca (2 +t) — 2t + 2(—1 — ¢t) = 3, yani —3¢t = 3.t = —1 ile nokta (1,-2,0).
Kontrol: 1 — (-2) + 0 = 3.

Paralel olmayan iki diizlemin kesisim dogrusunun yoni n; x my olur. Bir koordinati uygun
secip kalan iki denklemi ¢ézerek dogru tizerinde bir nokta bulunur. iki normal paralelse ke-
sisim bir dogru olamaz; duzlemler ¢akisik veya ayrik paraleldir.

Ornek 2.7 | iki diizlemin arakesiti

x+y+z=2vex—y+z=0dizlemlerinin kesisimini yaziniz.

Pekistirme

Adim adim ¢oziim

1. Denklemleri ¢ikarinca 2y = 2, yaniy = 1. Sonra = + z = 1.

2. z =tsegilirser(t) = (¢,1,1—1¢). Yon (1,0, —1), normallerin vektorel carpimina paralel-
dir.

5 Aci sorularinda hangi vektor kullanihir?

Geometrik cift Iliskilendirilecek vektor Formiil

Dogru - dogru iki yon cosy = [u-v|/(|[u|l|v|)
Diizlem - diizlem fki normal COSp = My - M| /(| |||M2]])
Dogru - duzlem Y6n ve normal sing = [w-m|/(||u|||nf)

Dogru ile duzlem agisinda sinus kullanilmasinin nedeni, yonle normal arasindaki dar agiya
timleyen olmasidir. Dogru diizleme paralelse w - n = 0 ve ag1 0; diizleme dikse u || n ve ag1
90° cikar. ki diizlemin dikligi normal vektorlerin dikligidir.
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6 Noktanin dogruya ve diizleme uzakhgi

Uzaklik her zaman en kisa, dolayisiyla dik baglantinin uzunlugudur. Nokta-dogru uzakhigin-
da AP ile yon vektorinin olusturdugu paralelkenarin alani tabana boliinur. Nokta-dizlem
uzakliginda ise f’(;f? normal dogrultusuna izdusurulur.

AP0 = IAP  ul| a(p.11)  1Aze + Bup + Czp + D)
’ L ’ VA2 B21 (0?2

Ornek 2.8 | Tahtadaki nokta-dogru uzakhg

P = (2,3,—1) noktasimnn (z —1)/1 = (y — 2)/1 = (2 — 13) /4 dogrusuna uzakligini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261023-WA@®@57. jpg

1. Dogru iizerinde A = (1,2,13), yonu = (1,1,4). AP = (1,1, —14).

2. AP x w = (18, —18,0); normu 18/2. Yéniin normu v/18 = 3v/2. Uzaklik 6.

Ornek 2.9 | Calisma sorusu: nokta-diizlem uzakhg

P = (1,0,2) noktasinin x + 2y — 2z + 4 = 0 duzlemine uzakligl nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261001-WA@0@14. jpg

1. Pay |1 +0—4+4|=1,payda+1+4+4=3.Uzakhk 1/3.

2. Dik izdiigtim noktas1 H = P — §(1,2,-2) = (8/9,-2/9,20/9). Denkleme koyunca sifir
cikar ve |P — H|| =1/3.

J

Paralel diizlemler ayni normal katsayilariyla yazilmissa d = |Do— D;|/||m||. Katsayilar yalnizca
orantiliysa dnce ayni normale donustur. Aykir: dogrular icind = |(r; —rp) - (w x v)|/||w x v||;
bu son bagint1 paralel dogrularda kullanilmaz.

7 Kiire ve kareye tamamlama

Kire, bir merkezden esit uzakliktaki noktalarin kiimesidir. Genel denklemde ¢ kare terimi-
nin katsayis1 ayni ve ¢apraz terimler yoksa kareye tamamlama ile merkez ve yaricap okuna-
bilir. Sabit terimden yaricapin karesini yanls isaretle ¢citkarmamak i¢in her koordinati ayri
dizenle.

(r—a)’ +(y—b)*+ (2 — ) = R%.
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Ornek 2.10 | Dersteki kiire sorusu

22+ y% + 22 + 42 — 6y + 22 — 11 = 0 kiiresinin merkezi ve yarigap1 nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ032. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. (z+2)2-4+(y—-32-9+(z+1)2-1-11=0.

2. (x4+2)%+ (y—3)%+ (2 + 1)% = 25. Merkez (-2, 3, —1), yarigap 5.

8 Silindirler ve kuadratik yuzeyleri tanima

Bir denklemde bir koordinat hi¢ gorinmuyorsa dizlemdeki egri o koordinat boyunca tasinir.
Ornegin z2 + 32 = 4, » eksenine paralel dairesel silindirdir; » = y?, z dogrultusunda uzayan
parabolik silindirdir. Silindirin mutlaka dairesel olmasi gerekmez.

Yiizey Standart 6rnek Ayirt edici 6zellik

Elipsoid 22/a® +y? b2 + 22t =1 Ug kare de pozitif; kapal.

Tek kanath hiperboloid 2?/a® +y? 6% — 22/t =1 Bir eksi; eksi isaretli eksen
boyunca tek parca.

Cift kanatli hiperboloid —z%/a® —y?/b? + 22 /c* =1 Iki eksi; art1 isaretli eksende
iki parga.

Eliptik koni 22/c? = 2% /a® + y*/b? Sifir seviyesi; iki kanat tepe
noktasinda birlesir.

Eliptik paraboloid z=a%/a® + y? /b2 Yatay kesit elips; dikey kesit
parabol.

Hiperbolik paraboloid z=1z2/a® — y?/b? Eyer; iki ana dogrultuda ters
bukilme.

2z =2% + y? z =% —y?

Eliptik paraboloid ve hiperbolik paraboloid: kesitlerin isareti ylzeyin bi¢imini belirler.
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Eksenleri ezberleme

Once denklemi standart bicime getir. Eksi igsaretli ya da tek bagina kalan degisken degi-
sirse ylizeyin ekseni de degisir; ylizey adin1 yalnizca = eksenine bakarak secme.

9 Fotograflardan ek analitik geometri ¢coziimleri

Ornek 2.11 | Dogruya dik diizlem

P =(2,3,5) noktasindan gecen, (zr —1)/4 = (y — 2)/(—1) = (2 + 1) /6 dogrusuna dik duzlemi
bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261002-WA024 . jpg

Adim adim ¢oziim

1. Dogrunun yonu (4, —1, 6), istenen dizlemin normalidir. 4(z —2) — (y — 3) +6(z — 5) = 0.

2. Denklem 4z — y + 6z — 35 = 0. P yi yerine koyunca sifir, dogru yoniiyle normalin para-
lelligi ise dikligi dogrular.

Ornek 2.12 | Ayni yontemin ikinci 6rnegi

A =(2,3,-5) noktasindan gecen, normali (7,3,4) olan diizlemi yaziniz.
Ders fotografindan | IMG-20261002-WA2020. jpg

1. 7z —2)+3(y—3)+4(2+5) =0.

2. Sonug 7z + 3y + 4z — 3 = 0. Uglincii koordinat -5 oldugu i¢in parantezde z+5 gelir.

Ornek 2.13 | Tahtadaki ikinci kesisim érnegi

(x—1)/2=(y—1)/(—1) = z/3 dogrusu ile 2z + 3y + z + 11 = 0 dliizleminin kesigimi nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261002-WA2026. jpg

1. 2 =1+42t,y =1—t,z = 3t. Yerine koyunca 2 + 4t + 3 — 3t + 3t + 11 = 0, yani 4¢ + 16 = 0.

2. t=-4, kesisim (—7,5,—12). Kontrol —14 + 15 — 12+ 11 = 0.
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Ornek 2.14 | iki diizlemin arakesiti: tahta érnegi

r+y+z=3ver—y+ 2z =1duzlemlerinin arakesitini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261002-WA2026. jpg

Adim adim ¢oziim

1. Cikarinca y =1. z =0 secilirse x =2; nokta (2,1,0). Normal ¢arpimi (2,0,-2), esdeger yon
(1,0,-1).

2. Dogru (z,y,2) = (2,1,0) +¢(1,0,—1). Her iki dizlem denklemine de tiim t ler i¢in uyar.

Ornek 2.15 | Defterdeki ikinci kiire

22 + 9% + 22 — 22 — 4y — 6z — 2 = 0 kiiresinin merkezi ve yarigapini1 bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WA2028. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. (z—1)2+ (y—2)% + (2 — 3)? = 16.

2. Merkez (1,2,3), yaricap 4. Tam kareler acildiginda sabit 14, sagdan tasinan 16 ile -2
elde edilmesi kontrol saglar.

10 Kesitlerle ¢izim: adim adim

1. Otelemeler varsa X =z —a,Y =y — b, Z = z — c ile merkezi veya tepeyi belirle.
2. x =0,y =0,z = 0 kesitlerini al; elips, hiperbol veya parabol olup olmadigini incele.
3. z = k gibi paralel kesitlerde boyutun nasil degistigini bul.

4. Simetriyi, eksen kesisimlerini ve varsa bos kesitleri isaretle.

Ornek 2.16 | iki yiizeyin kesitlerini karsilastir

22 +y? — 22 = 1ve 22 — 22 — y? = 1 neden farkhdir?

Pekistirme

1. flkinde z = k icin 22 + 42 = 1 + k2. Her k icin cember vardir; en dar kesit z = 0
duzlemindedir. Tek kanatli hiperboloid.

2. Ikincide 22 + % = k? — 1. |k| < 1 igin kesit yok; & = +1 icin bir nokta, digarida cember
vardir. Cift kanath hiperboloid.
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Ornek 2.17 | Pekistirme: yiizeyi tani

z = 4 — 2% — y? ylizeyinin tepesini, agilma yoniinii ve z = 0 kesitini bulunuz.

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. Tepe (0,0, 4), karelerin katsayilar1 negatif oldugundan asag: agilan eliptik paraboloid.

2. z = 0 kesiti 22 + 32 = 4, yaricap1 2 olan cember. » > 4 icin kesit yoktur.
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Kaynaklar ve kapsam

Bu metin 156 ders/defter fotografl ve alt1 bashikli miufredata gore 6zgin olarak yazildi. Fo-
tograflar dersin sira ve drneklerini belirler. Ek sorular pekistirme olarak etiketlidir; ¢ikmig
siav sorusu iddiasi yoktur. Soluk semboller tahminle aktarilmadi. Gradyan ve yonlu tirev,
mifredat geregi tamamlanan anlatimdir. Fotograf bazinda inceleme dizini web sitesinde ve
analysis/FOTOGRAF_INCELEMESL.md dosyasinda bulunur. Birincil ders malzemesi. Kul-
lanicinin sagladigl 156 JPG ders/defter fotografi ve mufredat.png. Dosya tarihleri ders tarihi
olarak varsayilmadi. Konu-fotograf eslestirmesi fotograf dizinindedir.

Erwin Kreyszig - Advanced Engineering Mathematics. Dersin belirtilen kitab1. Wiley 10.
baski bolum diziniyle vektor diferansiyel hesabi baghgi eslestirildi; tam kitap dosyasi saglan-
madi. Kitaptan birebir metin veya soru aktarimi yapilmadi. https://bcs.wiley.com/he-bcs/
Books?action=contents&bcsId=6140&itemId=0470458364

KOCW - Kreyszig temelli Boliim 9 ders notlari. Sungkyunkwan / Kim Munhyeon, vektor-
ler ve vektor fonksiyonlari. Acik tiiniversite notu kavram ve formil kontrolinde kullanildi.
Buradaki Turkce aciklamalar ve ¢ozimler 6zgun olarak yazildi. https://contents.kocw.net/
KOCW/document/2015/sungkyunkwan/kimmunhyeon3/8.pdf

Zill ve Wright - Calculus / Matematik. Kullanicinin verdigi bibliyografya: I. N. Cangiil ce-
virisi, Nobel, 2013. Tam metne erisilmedi; baskiya 6zgl sayfa ve soru numarasi atfedilmedi.

Mustafa Balci - Genel Matematik II. Kullanicinin verdigi bibliyografya: Siirat, 2013. Tam
metin saglanmadi; bu kitaptan dogrulanmis alint1 veya sayfa atfi yapilmada.

MIT OCW - 18.02 ders notlari. Denis Auroux, 2007. Ders duizeni ve kavram denetimi icin
acik ders dizini. Mufredat disindaki ¢ok katli integraller ve integral teoremleri bu calismaya
eklenmedi. https://ocw.mit.edu/courses/18-02-multivariable-calculus-fall-2007/pages/
lecture-notes/

MIT - Teget diizlem ve gradyan. Gradyanin teget diizlem ve yonli turevle iligkisi i¢in agik
teknik kontrol kaynag1. Konuya eklenen ornekler 6zgin pekistirme sorularidir. https://www.
ocw.mit.edu/ans7870/18/18.013a/textbook/HTML/chapter@6/section®d5.html
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