MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

CALISMA ATOLYESI / KONU 03

Vektor fonksiyonlari, egriler ve
hareket

Vektorel limit, tiirev ve integral; yay uzunlugu, Frenet catisi, egrilik, hiz ve ivme.

Bu boliimiin hedefleri

» Vektor fonksiyonunu bilesenlerinden incelemek; egriyi ve yonuni belirlemek.
* Teget, normal, binormal ve egriligi hesaplamak.

* Hiz vektorunu suratten ayirmak; ivmeyi tegetsel ve normal bilesenlerine ayirmak.
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MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

1 Vektor degerli fonksiyon ve tanim kiimesi

Bir gercek parametreyi bir vektore gonderen fonksiyon r : I — R? bigimindedir. r(t) =
(z(t),y(t), z(t)) konum vektoriunun ucu bir uzay egrisi ¢izer. Parametre zaman olabilir; ancak
her parametrizasyon fiziksel zaman degildir. Tanim kiimesi, Ui¢ bilesenin tanim kiimelerinin
kesigimidir.

Ornek 3.1 | Defterdeki tanim kiimesi érnegi

F(t) = (t+ 1,In(1 — t), V4 — ¢?) i¢in tanim kiimesini bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WA2016. jpg
J

1. Tk bilesen tiim gercek sayilarda tanimhidir. Logaritma igin 1—¢ > 0, yanit < 1. Karekék
icin —2 <t <2

2. Kogullar1 birlikte saglamak gerekir: 7 = [—2, 1). —2 kabul edilir, ¢iinkt kok sifir olabilir;
1 kabul edilmez, ¢iinkii logaritma argtimani sifir olamaz.

J
Vektor fonksiyonlarinda toplama, skalerle carpma, skaler ve vektorel ¢carpim her t aninda uy-
gulanir. Skaler carpimin ¢iktisi gercek sayili bir fonksiyon; vektorel ¢carpimin ¢iktis1 yeniden
vektor fonksiyonudur.

Ornek 3.2 | Vektor fonksiyonlariyla islemler

F = (t,1%,t3), G = (1 — t,1 + ¢?,t). Toplami, skaler ve vektorel carpimi bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ017. jpg
J

1. F+G = (1,14 23,43 + ).

2. F-G=t(1—1t)+2(1 +t2) +t* =t + 2%

3. Fx G = (—t°, 3 —t* — 2t + 2> — t?). Her bilesen determinant agilimindan gelir.

2 Limit ve suireklilik bilesenlere ayrilir

lim r(t) = (L, Ly, Ly) <= lima(t) = Ly, limy(t) = Ly, lim 2(t) = Ls.

t—to

Bu egdegerlik sonlu boyutta normla yakinsamanin koordinat yakinsamasiyla ayni olmasin-
dan gelir. Sureklilik i¢in fonksiyonun noktada tanimli olmasi, limitin var olmasi ve limitin o
noktadaki degere esit olmasi gerekir. Tek bilesendeki bir sigrama biitiin vektér fonksiyonunu
sureksiz yapar.
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Ornek 3.3 | Defterdeki limit islemleri

F(t) = (sint,cost, 1+t), G(t) = (cos 2t,sin 3¢, ¢! +1) icin t sifira giderken skaler ve vektdrel
carpim limitlerini bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@@19. jpg

Adim adim ¢oziim

1. F— (0,1,1), G — (1,0,2).

2. Skaler ¢arpim limiti (0,1,1) - (1,0,2) = 2. Vektorel ¢arpim limiti (0,1,1) x (1,0,2) =
(2,1,-1).

Ornek 3.4 | Tam kisim igeren siireklilik

F(t) = (|t| + 1,¢[t],2 + t?) fonksiyonu 0 ve 1 noktalarinda stirekli midir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@@19. jpg

Adim adim ¢oziim

1. Ilk ve tigiincii bilesen her yerde siireklidir. Ikinci bilesen 0 yakininda solda —t, sagda
0 olur; iki yandan limit 0, deger de 0. Dolayisiyla 0 noktasinda sureklidir.

2. 1 yakininda solda ikinci bilesen 0, sagda t olur. Limitler 0 ve 1 oldugundan 1 nokta-
sinda sureksizdir.

S

Gy

Egriyi, izini ve yoniinii ayirt etmek

Parametrik denklemlerden t yok edilerek egrinin hangi ytizeylerin tizerinde bulundugu anla-
silir. Ancak parametreyi yok etmek yonu ve kag kez dolasildigini kaybettirir. Ayni geometrik
iz farkli parametrizasyonlarla farkh hizlarda ve ters yonlerde taranabilir.

Ornek 3.5 | Cember ve helis

r(t) = (acost,asint,0) ile h(t) = (cost,sint, 3t) egrilerini yorumlayiniz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ022. jpg

Adim adim ¢oziim

1. Tlkinde 2 + 42 = 4%, 2z = 0. a > 0 ve 0 < ¢ < 2r icin pozitif z yoniinden bakildiginda
cember saat yonunun tersine bir tur taranir.

2. Ikincide 22 + y? = 1; yiikseklik t ile artar. Bir turda t, 2r artar ve yiikseklik 67 degisir.
Bu egri bir helistir.

Bir parametrizasyon surekli, parcal tirevlenebilir olabilir. Diizgunlik i¢in ilgili aralikta ti-
revin surekli ve r/(¢) # 0 olmasi istenir. Turevin sifir oldugu bir parametrizasyon noktasinda
standart birim teget formulu dogrudan uygulanmaz; egrinin geometrisi ayrica incelenir.

w
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Ornek 3.6 | Parcali diizgiin egri

r(t) = (acost,a|sint|,0), —27 < t < 27, a > 0 i¢in duzgunlik nasildir?

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@@38. jpg

1. sint igaret degistirdiginde mutlak degerin tirevi degisir. ¢ = k7 noktalarinda tek ta-
rafli teget vektorler uyusmaz; verilen parametrizasyon diizgiin degildir.

2. Aradaki acik araliklarda tirev vardir ve normu a olur. Dolayisiyla sonlu sayida par-
caya ayrilarak parcali diizgiin kabul edilir. iz iist yarim ¢cemberdir; birden fazla kez
taranir.

S

4 Tirev, teget dogrusu ve carpim kurallari

Ar/At, iki konum arasindaki kirigin zamana oramdir. Limitte anlik degisim vektorune do-
nusur. r/(ty) # 0 ise bu vektor egrinin o noktadaki teget yonudur. Teget dogrusu yeni bir
parametreyle q(s) = r(ty) + sr/(to) olarak yazilir.

ro(t) = lim " ZEO ) ) i),

(¢pF)1 = ¢/F + QF/,
(F-G/=F-G+F-Gy,
(FxG)/=FxG+FxGr.

Ornek 3.7 | Dersteki temel tiirevier

F(t) = (t,t2,t%) ve G(t) = (tInt — t, !, e ?) tlirevlerini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261023-WA@®@58. jpg

J

1. Bilesenler ayri tiirevlenir: F/ = (1, 2t, 3t2).

2. Ikinci fonksiyonun ilk bileseninde carpim kurali (tIn¢ —t)s = Int + 1 — 1 = In ¢ verir.
G/ = (Int,e!, —e7 "), t > 0.

Ornek 3.8 | Zincir kurali iceren vektor tiirevi

F(t) = (arcsin(4t), —3 arctan(2t — 1), 7In(3¢2)) tiirevini bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261023-WAQ058. jpg
J

1. Ilk bilegenin tiirevi 4/+/1 — 16¢2; ikincinin tiirevi —6/[1 + (2t — 1)?].

2. Uctinci bilesen 7(6t)/(3t%) = 14/t. Tiirev formiillerinin ortak gegerlilik aralif1 —1/4 <
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t < 1/4,t # 0. Fonksiyon uglarda taniml olsa da bu tiirevler uclarda sonlu degildir. J

Ornek 3.9 | Tahtadaki 6zdesligin kaniti

[E(t) x Fr(t)]r = F(t) x Fr(t) oldugunu gosteriniz.
Ders fotografindan | IMG-20261023-WA@®@58. jpg

J

1. Carpim kural sol tarafi 7 x ¥/ + F x F// yapar.

2. Bir vektoriin kendisiyle vektorel carpimu sifirdir. Ik terim silinince istenen 6zdeglik
kalir.

5 Vektor fonksiyonlarinin integrali

Integral de bilesen bilesen hesaplanir. Belirsiz integralde sabit bir vektor C = (C, Co, Cs)
eklenir. Tek bir skaler sabiti biitiin bilesenlere zorunlu olarak ayni eklemek genel ¢ozimiu
daraltir. Baglangic kosulu varsa ¢ sabit ayr1 ayri belirlenir.

/br(t)dt: (/bx(t)dt,/by(t)da/bz(t) dt>.

r/(t) = (2t, €%, 4sin 2t), r(0) = (2,1, —2). Konumu bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@0@37. jpg

1. Integral r(t) = (t2 + C1, €% /3 + Ca, —20s 2t + C3).

2. Baslangigtan €y = 2,Cs = 2/3,C5 = 0. Dolayisiyla r(t) = (2 + 2, (€3t + 2)/3, —2 cos 2t).

Ornek 3.11 | Dersteki belirli integral iigliisii

f01(4t3, 3,2(t +1))dt, [2(6 — 6t,3v/1,4/t2)dt ve fl/:;él(sin t, 1+ cost, sec? t)dt hesaplayiniz.

Ders fotografindan | IMG-20261023-WA@®@58. jpg

1. Ilkinde ilkel fonksiyon (#*, 3¢, 2 + 2t). Sonug (1, 3, 3).

2. Ikincide ilkel fonksiyon (6t — 3t2, 2t3/2, —4/t). Sonug (—3,4v/2 — 2,2).

3. Uclinciide siniis tek fonksiyon oldugundan ilk bilesen 0. ikinci =/2 + /2, {iglincii
tan(w/4) — tan(—m=/4) = 2.
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6 Yay uzunlugu ve yay parametresi

Kucuk bir zaman araliginda alinan yol yaklasik ||r/(¢)||d¢t olur. Bu parcalari toplamak integrali
verir. Normun integralini almak gerekir; integralin normu genellikle yer degistirmedir ve yol
uzunlugundan kugcuk olabilir. Egri tekrar taranirsa integral tekrar gidilen yolu da sayar.

b t
L= [Ield. s = [ Il G = e

Ornek 3.12 | Dersteki 5-12-13 helisi

r(t) = (5cost,5sint, 12¢t), 0 < t < 27, uzunlugunu bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@039. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. x7 = (—5sint,5co0st, 12); norm V25sin’t + 25cos2 ¢ + 144 = 13.

o I = 02” 13dt = 26w. Bu aralikta s = 13t oldugundan yay parametreli bi¢im
(5cos(s/13),5sin(s/13),12s/13), 0 < s < 267.

7 Frenet catisi: teget, normal, binormal

Birim teget T hareket yonuinu gosterir. T yon degistiriyorsa tirevi tegete diktir; birimlestiri-
lince asal normal N elde edilir. B =T x N egrinin anlik donme diizlemine diktir. Bu ugli sag
elli ortonormal bir ¢atidir.

r/ T/ X’ xrn
T=—, N=—. B=TxN=——.
[[x7]] [T/ [[x7 > x|

Gecerlilik kosulu

T icin hiz sifir olmamalidir. N ve B i¢in ayrica egrilik sifir olmamalidir. Diiz bir dogruda
normal ve binormal bu formiillerle tek olarak belirlenmez.

Ornek 3.13 | Cemberin Frenet catisi

r(t) = (cost,sint¢,0) icin T, N, B nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@@34. jpg

Adim adim ¢oziim

1. ¥/ = (—sint,cost,0) normu 1 oldugundan T = (- sin¢, cos¢,0).

2. Tr = (—cost,—sint,0) normuda 1: N = (— cost, —sint, 0).

3. Carpim B = (0,0, 1). Normal merkeze yonelir; binormal sabittir.

Fotograflar + mifredat | 8 Kasim 2026 6
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Ornek 3.14 | Dersteki uzay egrisinin Frenet iigliisii

r(t) = (e!,e~*,v/2t) i¢in t = 0 anindaki ¢atiy1 bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@040. jpg

1. v(0) = (1,—1,+/2), normu 2; a(0) = (1, 1,0). Dolayisiyla T(0) = (1, —1,+/2)/2.

2. v(0) - a(0) = 0, siiratin tiirevi o anda 0. T7(0) = a(0)/2; normu 1//2. Boylece N(0) =
(1,1,0)//2.

3. B(0) = (—1/2,1/2,1/4/2). Ug vektoriin normlari 1 ve ikili skaler ¢carpimlari sifirdir.

Uzay egrisi Uzerinde T teget, N merkeze dénme yond, B ise ikisine dik yonu gosterir.

8 Egrilik ve egrilik yaricapi

Egrilik, birim uzunluk basina teget yontinin ne kadar degistigidir. Parametre daha hizh iler-
ledigi icin teget daha hizli degisebilir; bunu fiziksel hizdan ayirmak icin dT/dt, ds/dt ile bolu-
nur. Bir cemberde egrilik yaricapin tersidir.

o= |

Diizlemde y = f(z) grafigi i¢in r(z) = (z, f(x),0) secilirse x = |fr(x)|/[1 + (f1(z))?>/2. Mut-
lak deger egriligin negatif olmamasini saglar. Birim yay uzunluguyla parametrelendirilmis
egride ||dr/ds|| = 1 ve k = ||d?r/ds?|.

g
ds

|'T/ (1) lxr x x| 1

- - ) p=-
/(2| (]| K

Fotograflar + miifredat | 8 Kasim 2026 7
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Ornek 3.15 | Genel helisin egriligi

r(t) = (acost,asint,bt), a > 0, icin egrilik nedir?

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. ||er|| = Va2 + b2. 11 x ¥/ = (absint, —abcost, a?), normu av/a? + b2.

2. k=a/(a®> +b?), p = (a® + b?)/a. b = 0 olursa gember sonucu 1/a elde edilir.

Ek bilgi: egrinin uzayda donme diizleminin degisimini burulma o6lcer. Yeterince tiirevlene-
bilir ve ¥/ x r7 # 0 iken 7 = [(x7 x ¥n) - v/ |x7 x vr|?. Bu mufredatta temel hedef egriliktir;
burulma tamamlayicidir.

9 Hiz vektori, siirat ve ivme

Hiz v = rs vektordiir; siirat v = ||v|| say1dir. lvme a = v/, hem siiratin hem yoniin degismesini

icerir. Sabit stirat sifir ivme demek degildir: gembersel harekette yon degisir. v-a = 3(v?)/

oldugundan hiz ve ivmenin dikligi o anda siratin tirevinin sifir olmasiyla iligkilidir.

Ornek 3.16 | Tahtadaki hareket érnegi

r(t) = (5cost,5sint, 6¢2). Hiz, ivme ve bunlarin dik oldugu an1 bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@@36. jpg
)

1. v=(-5sint,5c0st,12t), a = (—5cost, —5sint, 12).

2. V-a=25sintcost — 25sintcost + 144t = 144¢t. Yalnizca ¢+ = 0 aninda diktirler.

Ornek 3.17 | Ustel ve trigonometrik hareket

r(t) = (e % 2cos 3t,2sin 3t). t = 0 aninda hiz, ivme biiyiiklikleri ve birim tegeti bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@036. jpg
J

1. v=(—e! —6sin3t,6cos 3t),a = (e~!, —18 cos 3¢, —18 sin 3t).
2. v(0) = (=1,0,6), [[v(0)|| = v/37; a(0) = (1,~18,0), [a(0)]| = v/325 = 5V/13.

3. T(0) = (—1,0,6)//37. Vektori biiytkligiiyle karigtirmamak i¢in sonucun tiirini kont-
rol et.

Fotograflar + mifredat | 8 Kasim 2026 8
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10 Fotograflardan ek egri ve tiirev ¢coziumleri

Ornek 3.18 | Parametrik egrinin tiirii

r(t) = (2+ 3t,4 + 5t,6 + 4t) egrisinin turunu bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@021. jpg

Adim adim ¢oziim

1. r(t) = (2,4,6) + t(3,5,4); sabit dogrultuda bir dogrudur.

2. Simetrik bicim (z — 2)/3 = (y — 4)/5 = (z — 6)/4.

Ornek 3.19 | Kapal egri ve ug tegetler

r(t) = (2 — 4,13 — 4t,0), —2 < t < 2. Basit ve kapali midir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA®025 . jpg

1. Her iki ug (0,0,0) olur. Farkl t ve s i¢in esit ilk koordinatlar s =-t gerektirir; ikinci ko-
ordinat esitligi 2¢(t> — 4) = 0 verir.

2. Farkl parametrelerle tek tekrar uclarda t =2 ve s =-2 dir; t =0 kendi kendine ayn1 pa-
rametredir. Dolayisiyla basit kapali egridir.

3. r7 = (—4,8,0) ve (4,8,0) uclarda paralel degildir; kapama noktasinda kose vardir. Ve-
rilen parametrizasyon parcali duzgin kapali egri olarak ele alinir.

Ornek 3.20 | Tiirev ve ikinci tiirevin noktadaki degeri

r(t) = (1 — cost,sint,t) i¢cin ¢t = /2 anindaki ilk iki tirevi bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ024 . jpg

)

1. ¥/ = (sint,cost,1), ¥/ = (cost, —sint, 0).

2. Noktadaki degerler (1,0,1) ve (0,-1,0). Teget noktasi (1,1, 7/2), teget dogrusu bu nokta-
dan (1,0,1) yonunde gecer.

Ornek 3.21 | Vektorel carpimin tiirevini iki yoldan almak

U = (t,—t,t2/2), V = (t*/4,t3/3,¢?/2). Carpimin tiirevini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ024 . jpg

Adim adim ¢oziim

1. Once carpim: U x V = (—t3/2 — t°/6,10/8 — t3/2,1*/3 + t°/4).

2. Tirev (—3t2/2 — 5t*/6,3t° /4 — 3t2/2,4t3 /3 + 5t1/4).

Fotograflar + mifredat | 8 Kasim 2026 9
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3. Alternatif Ur x V4 U x V7 ayn1 sonucu verir. Orta bilesenin t altinc1 kuvvetinin tirevi
6t°/8 = 3t°/4; defterdeki bu satir sadelestirilerek kontrol edildi.

Ornek 3.22 | Sabit normun tiirevi

r(t) = (acost,asint,0), a>0, icin hizin konuma dik oldugunu kanitlayiniz.

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@036. jpg

1. ¥/ = (—asint,acost,0); konumla ¢arpim —a?sint cost + a?sintcost = 0.

2. Genel gerekce: r - r = o2 sabit oldugundan tiirevi 2r - r/ = 0.

11 Ivmenin tegetsel ve normal bilesenleri

v = vT ifadesinin tiirevi alinirsa ivmenin bir kismi stirati, diger kismi yonu degistirir. Normal
bilesen, egriligin ve suiratin karesinin carpimidir. Tegetsel katsay1 negatif olabilir; normal
katsay1 negatif degildir.

dv v-a v x all
a="T+r®N -2 -
e 7 I A 7]

Ornek 3.23 | Dairesel harekette ivme

r(t) = (acoswt,asinwt,0), a > 0,w # 0 i¢in ar, ay nedir?

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. Surat a|w| sabit oldugundan ay = 0. Egrilik 1/a.

2. ay = (1/a)(a*w?) = aw?. Ivme tamamen iceriye yonelir; siirat sabit olmasina ragmen
sifir degildir.

1. Once tiirevlerle hiz ve ivmeyi bul; sonra norm al.
2. Frenet catisi istenirse her vektorun birim ve digerlerine dik oldugunu kontrol et.
3. Yay uzunlugunda integralin i¢ine norm, egrilikte normun kiptinu yaz.

4. Normal ve binormal i¢in sifir egrilik olasilifini kontrol et.

Fotograflar + mufredat | 8 Kasim 2026 10
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