MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

CALISMA ATOLYESI / KONU 04

Cok degiskenli fonksiyonlar, limit ve
sureklilik

Tanim bolgeleri, seviye egrileri, komsuluklar, yol testi ve sikigtirma ile limit.

Bu boliimiin hedefleri

» Tanim kumesini esitsizliklerle ve bir ¢izimle ifade etmek.
* Limitin yoklugunu iki yolla gostermek; varligini tiim yollar i¢in kanitlamak.

 Parcali taniml bir fonksiyonun suirekliligini incelemek.
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1 Birden fazla girdiye sahip fonksiyon

f : D C R? — R fonksiyonu her (z,y) noktasina bir say1 atar. Grafik z = f(z,y) uzayda
bir yiizeydir; tanim kiimesi ise zy diizlemindedir. Ornegin A(a, k) = ah/2 liggen alani iki de-
giskenlidir; V(z,y, h) = zyh kutu hacmi ti¢ degiskenlidir. Ug degiskenli skaler fonksiyonun
grafigi dort boyutlu olur; seviye ylzeyleriyle gorsellestirilir.

Tanim kimesi D, fonksiyonun gercek deger almasini saglayan biitiin girdilerdir. Gorunti
kumesi f(D) ise gercekten ulasilabilen ¢iktilardir. Bir ifadede birden fazla kisit varsa hepsi
ayn1 anda saglanmaldir.

1. Karekok ici en az 0 olmali.
2. Logaritma ici kesinlikle pozitif olmali.
3. Payda sifir olamaz.

4. arcsinwu ve arccosu igin —1 <wu < 1.

2 Dersteki tanim bolgesi ornekleri

Ornek 4.1 | Disk ve egik serit

f(z,y) = /64 — 22 — y? ve g(z,y) = arccos(z — y) i¢in tanim ve gorunti kimelerini bulu-
nuz.

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@@41. jpg

1. Ilkinde 22+ »? < 64: merkezi orijin, yarigcapi 8 olan kapal disk. Ciktilar [0, 8]; grafik tist
yarim kiredir.

2. ikincide -1 < z — y<1l,yaniz —1 <y <2+ 1. Sinir dogrular1 dahil bir gerit. Goruntu
[0, 7).

N

Ornek 4.2 | Kbk ve logaritmayi birlikte ele almak

f(z,y) = yzy +log(1 — 2% — y?) fonksiyonunun tanim bdlgesini bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@0@42. jpg

Adim adim ¢oziim

1. zy > 0ve 22 + 2 < 1 birlikte gerekli.

2. Bolge acik birim diskin birinci ve u¢tincu bolgelerde kalan pargalar: ile disk i¢indeki
eksen parcalaridir. Eksenler dahildir; cember dahil degildir.
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Ornek 4.3 | isaret ayirimi gerektiren kok

flz,y) = /oy — xt + zy ve g(x,y) = /22 — y + 2% + »? + 1 tanim bolgelerini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@053. jpg

1. Tlkinde z(y — %) > 0.2 > 0 iken y > 23, z < 0 iken y < 2°; = = 0 iken her y gecerlidir.
Sonug {z > 0,y > 23} U{r < 0,y < 23} U {x = 0}.

2. Ikincide y < z2. Parabol ve alt1 dahildir. Ilk soruda x ile blmeden énce x isareti ayril-
mazsa bolgenin yarisi kaybolur.

Ornek 4.4 | Her yerde tanimli logaritma

In(z% + y? + 4) i¢in tanim kiimesi nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@53. jpg

Adim adim ¢oziim

1. 22 +y? +4 > 4 > 0 her noktada dogrudur. Dolayisiyla tanim kiimesi R2.

2. Logaritma artan oldugundan goruntu kimesi [In 4, co).

3 Seviye egrileri ve seviye ylzeyleri

f(z,y) = ¢ denklemi ayn fonksiyon degerine sahip girdileri birlestirir. Haritadaki es yuk-
seklik egrileri buna ornektir. Seviye egrisi xy diizlemindedir; ylizey uizerinde z = ¢ Kesitinin
diizleme izdisumau olarak dustuntlebilir. F(x,y, z) = c ise U¢ boyutlu uzayda bir seviye ytlize-
yidir.

Ornek 4.5 | Paraboloidin seviye egrileri

f(z,y) = 22 + 92 icin ¢ = 0, 1, 4 seviyelerini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@0@42. jpg

1. ¢ = 0 igin yalnizca orijin, ¢ = 1 i¢in yarigap1 1 cember, ¢ = 4 i¢in yarigap1 2 cember
vardir.

2. ¢ < 01icin seviye kiimesi bostur. Yiizey » = x2 + y? yukar acilan paraboloiddir.
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z=x2 4y Seviye: 22 + 4% =c

dh
N

Ayni ylzey hem Ug¢ boyutlu grafik hem iki boyutlu seviye egrileriyle okunabilir.

4 Komsuluk ve limitin tam anlami

(a,b) merkezli, yaricapi ¢ olan acik disk bir komguluktur. Limit taniminda merkez nokta disa-
rida birakilir. Yaklagim yalnizca tanim kiimesindeki noktalardan yapilir. (a,b), bu kiimenin
bir yigilma noktasi olmalhdir.

( l)lrr} b)f(a:,y):L = Ve>030>0: 0</(z—a)?2+(y—02<d = |f(x,y) - L|<e.
x,y)—(a,

Burada tek bir ¢, izin verilen butin yaklasim yonlerini ayni anda kontrol etmelidir. Bu ne-
denle iki eksen uzerinde ayni sonucu bulmak limitin varligin1 kanitlamaz. Buna karsilik iki
farkli yol tizerinde farkli sonu¢ bulmak limitin yoklugunu kanitlamaya yeter.

Dogru testi tek basina yeterli degildir

Butun y = maz dogrulari ayni sonucu verse bile bir parabolda baska sonug ¢ikabilir. Varhik
icin sureklilik, cebirsel donusum veya tim yonler i¢in gecerli bir st sinir kullan.

5 Sireklilik ve dogrudan yerine koyma

Bir fonksiyon noktada tanimliysa ve limiti degerine esitse o noktada streklidir. Polinomlar
her yerde, rasyonel fonksiyonlar paydalar: sifir olmayan yerde siireklidir. Stirekli fonksiyon-
larin uygun bilegkeleri de sureklidir. Bu kurallar uygunsa en kisa ¢6zium dogrudan yerine
koymaktir.
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Ornek 4.6 | Polinom limiti

P(z,y) = 52%y? + 4ay® — 8zy? + 3 i¢in (z,y) — (1,2) limitini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@53. jpg

1. Polinom her yerde sureklidir; limit P(1, 2).

2.5-1-4+4+4-1-8-8-1-44+3=20+32-32+3 =23

Ornek 4.7 | Dersin kisa limitleri

lim )00 (227 + ¥ + 1)/(2® + y* + 3), im0 m2) €Y Mg 4,0 2Siny/(a* + 1)
nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@53. jpg

)

1. Ik payda 3 olur; limit 1/3.

2. Ikinci ifade siireklidir: e~"2 = 1/2,

3. Ugiincii payda 2 ve siniis sifir olur; limit 0.

6 Belirsizlikte cebir ve standart limitler

Ornek 4.8 | Eslenikle sadelestirme

lim, ,)0,0)[2 — vzy + 4]/ (zy) hesaplayimiz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@053. jpg

1. Ifade kendi tanim kiimesinde zy # 0 kosuluyla incelenir. Eglenikle ¢arpinca pay 4 —
(xy +4) = —xy.

2. Yakinda —1/[2 + /zy + 4] ile ayn1 olur. Bu surekli ifadenin limiti —1/4. Fonksiyonun
eksenlerde tanimsiz olmasi limit almay1 engellemez.
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Ornek 4.9 | Siniis iceren limitler

lim,, ) (0,0) Sin(zy) /= ve lim, ,y_, 0y €Y sinz/x hesaplayiniz.

Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@056. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. 1lk ifade, uygun noktalarda y[sin(zy)/(xy)] olur. Standart sinu/u — 1 limiti ve y — 0
ile sonug 0. Dogrudan |sin(zy)/z| < |y| sinir1 da ayni sonucu verir.

2. Ikincide e¥ — 1 ve sinz/x — 1; sonug 1. Her iki limitte yaklagim fonksiyonun taniml
oldugu noktalar tizerindendir.

\

7 iki farkl yolla limitin yoklugu

Ornek 4.10 | Dogruya baglh sonug

f(z,y) = 2zy/(x? + y?) icin orijindeki limiti inceleyiniz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@58. jpg

Adim adim ¢oziim
1. y = 0 yolunda deger 0; y = = yolunda, = # 0 i¢in deger 1.

2. Iki yol ayn1 noktaya gider fakat sonuclar farklidir. Dolayisiyla limit yoktur. Genel y =
ma yolunda 2m/(1 + m?) gikar.

.

Ornek 4.11 | Parabol yoluyla limitin yoklugu

f(z,y) = (z* — y?)/(2* + »?) igin orijindeki limiti inceleyiniz.

Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@056. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. y = 0 boyunca deger 1; y = =2 boyunca deger 0. Iki sonug farkli, limit yok.

2. Genel y = az? yolunda (1 — a?)/(1 + a?) ¢ikar. Bu 6rnek, paydadaki dereceleri eslesti-
rerek uygun yol secmeyi 6gretir.

Ornek 4.12 | iki baska karsi 6rnek

(x —y)/(x+1y), x/\/ 22+ 32 ve (22 + y?)/y? orijinde limite sahip midir?
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA®054 . jpg

J

1. Ilkinde y = 0 yolu 1, = 0 yolu -1 verir. Ikinci ifadede pozitif x ekseni 1, negatif x
ekseni -1 verir. Ikisinin de limiti yoktur.

(o))
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2. Uglinciide y sifir olamaz; y = « yolunda 2, y = 2z yolunda 5/4 ¢ikar. Bu limit de yoktur.
Tanimsiz yollari test yolu olarak secme.

8 Kutupsal koordinatlar ve sikistirma

Orijine yaklasirken » = rcosf,y = rsin6, r — 0" donisiimui yararhdir. Ancak sabit bir ac1
secmek yalnizca bir 151n1 test eder. Limitin varhigini gostermek icin 6 ne olursa olsun sifira
giden bir sinir bulunmalidir. Ornegin |r cos 6 sin? 4| < r esitsizligi boyle bir sinirdar.

Ornek 4.13 | Dersteki parcali fonksiyonun siirekliligi

f(z,y) = sin(xy?)/(2? + y?) orijin disinda, £(0,0) = 0 olsun. Her yerde siirekli oldugunu
gosteriniz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@0@54. jpg

1. Orijin disinda payda sifir degildir, dolayisiyla suireklidir. Orijinde |sinu| < |u| kulla-
nilir.

2. |f(z,9)| < |z|y?/(2? + y?) < |z| < /22 + y2 — 0. Boylece limit 0 olur ve atanmig degere
esittir.

3. Kutupsal yazim da sinir1 r| cos | sin § < r yapar. Bu tiim agilar icin gegerli oldugu icin
kanittir.

_y:x
—y = 2
_y:

Ayni noktaya farkl yollarla yaklasihr. Limitin varligi buttun bu yollari ayni anda kapsar.

9 Limit icin uygulanabilir karar sirasi

1. Once tanim kiimesini ve noktanin yigi1lma noktasi olup olmadigini kontrol et.

2. Sureklilik uygunsa yerine koy. Belirsizlik varsa eglenik veya carpanlara ayirma dene.
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3. Yokluk stiphesinde iki uygun yol se¢; farkli sonu¢ bulunca kanit tamamdir.
4. Varlik stiphesinde sikistirma veya agidan bagimsiz bir kutupsal st sinir kur.

5. Parcali tanimda bulunan limiti atanmis nokta degeriyle karsilastir.

Ornek 4.14 | Biitiin dogrularin ayni sonucu vermesi yetmez

f(z,y) = 2%y/(z* + y?) orijinde limite sahip midir?

Pekistirme

1. y = max ve sabit m # 0 igin f = ma/(2? + m?) — 0. m = 0 ve dikey eksen de 0 verir.

2. Fakat y = 2 boyunca f = 1/2. Bu nedenle limit yoktur. Biittin dogrularin kontrol
edilmesi bile genel limit icin yeterli degildir.
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Kaynaklar ve kapsam

Bu metin 156 ders/defter fotografl ve alt1 bashikli miufredata gore 6zgin olarak yazildi. Fo-
tograflar dersin sira ve drneklerini belirler. Ek sorular pekistirme olarak etiketlidir; ¢ikmig
siav sorusu iddiasi yoktur. Soluk semboller tahminle aktarilmadi. Gradyan ve yonlu tirev,
mifredat geregi tamamlanan anlatimdir. Fotograf bazinda inceleme dizini web sitesinde ve
analysis/FOTOGRAF_INCELEMESL.md dosyasinda bulunur. Birincil ders malzemesi. Kul-
lanicinin sagladigl 156 JPG ders/defter fotografi ve mufredat.png. Dosya tarihleri ders tarihi
olarak varsayilmadi. Konu-fotograf eslestirmesi fotograf dizinindedir.

Erwin Kreyszig - Advanced Engineering Mathematics. Dersin belirtilen kitab1. Wiley 10.
baski bolum diziniyle vektor diferansiyel hesabi baghgi eslestirildi; tam kitap dosyasi saglan-
madi. Kitaptan birebir metin veya soru aktarimi yapilmadi. https://bcs.wiley.com/he-bcs/
Books?action=contents&bcsId=6140&itemId=0470458364

KOCW - Kreyszig temelli Boliim 9 ders notlari. Sungkyunkwan / Kim Munhyeon, vektor-
ler ve vektor fonksiyonlari. Acik tiiniversite notu kavram ve formil kontrolinde kullanildi.
Buradaki Turkce aciklamalar ve ¢ozimler 6zgun olarak yazildi. https://contents.kocw.net/
KOCW/document/2015/sungkyunkwan/kimmunhyeon3/8.pdf

Zill ve Wright - Calculus / Matematik. Kullanicinin verdigi bibliyografya: I. N. Cangiil ce-
virisi, Nobel, 2013. Tam metne erisilmedi; baskiya 6zgl sayfa ve soru numarasi atfedilmedi.

Mustafa Balci - Genel Matematik II. Kullanicinin verdigi bibliyografya: Siirat, 2013. Tam
metin saglanmadi; bu kitaptan dogrulanmis alint1 veya sayfa atfi yapilmada.

MIT OCW - 18.02 ders notlari. Denis Auroux, 2007. Ders duizeni ve kavram denetimi icin
acik ders dizini. Mufredat disindaki ¢ok katli integraller ve integral teoremleri bu calismaya
eklenmedi. https://ocw.mit.edu/courses/18-02-multivariable-calculus-fall-2007/pages/
lecture-notes/

MIT - Teget diizlem ve gradyan. Gradyanin teget diizlem ve yonli turevle iligkisi i¢in agik
teknik kontrol kaynag1. Konuya eklenen ornekler 6zgin pekistirme sorularidir. https://www.
ocw.mit.edu/ans7870/18/18.013a/textbook/HTML/chapter@6/section®d5.html

Fotograflar + mifredat | 8 Kasim 2026 9


https://bcs.wiley.com/he-bcs/Books?action=contents&bcsId=6140&itemId=0470458364
https://bcs.wiley.com/he-bcs/Books?action=contents&bcsId=6140&itemId=0470458364
https://contents.kocw.net/KOCW/document/2015/sungkyunkwan/kimmunhyeon3/8.pdf
https://contents.kocw.net/KOCW/document/2015/sungkyunkwan/kimmunhyeon3/8.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/18-02-multivariable-calculus-fall-2007/pages/lecture-notes/
https://ocw.mit.edu/courses/18-02-multivariable-calculus-fall-2007/pages/lecture-notes/
https://www.ocw.mit.edu/ans7870/18/18.013a/textbook/HTML/chapter06/section05.html
https://www.ocw.mit.edu/ans7870/18/18.013a/textbook/HTML/chapter06/section05.html

	Birden fazla girdiye sahip fonksiyon
	Dersteki tanım bölgesi örnekleri
	Seviye eğrileri ve seviye yüzeyleri
	Komşuluk ve limitin tam anlamı
	Süreklilik ve doğrudan yerine koyma
	Belirsizlikte cebir ve standart limitler
	İki farklı yolla limitin yokluğu
	Kutupsal koordinatlar ve sıkıştırma
	Limit için uygulanabilir karar sırası
	Kaynaklar ve kapsam

