MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

CALISMA ATOLYESI / KONU 05

Kismi tuirev, teget diizlem ve lineer
yaklasim

Kismi ve karma tiirevler, tiirevlenebilirlik, diferansiyel, lineerlestirme ve hata siniri.

Bu boliimiin hedefleri

* Kismi turev alirken hangi degiskenin sabit tutuldugunu agiklamak.
* Kismi turevlerin varhigi ile tirevlenebilirligi ayirt etmek.

» Teget duzlem, diferansiyel ve lineer yaklasimi hata siniriyla kullanmak.
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1 Kismi tiirev: tek yondeki degisim

iki degiskenli bir fonksiyonda x degisirken y sabit tutulursa tek degiskenli bir kesit elde edilir.
Bu Kkesitin tiirevi f, olur. Benzer bicimde y degisirken x sabit tutularak f, bulunur. Sabit tut-
mak, diger degiskeni sifir yapmak demek degildir; tiirev sirasinda katsayi gibi davranmasini
saglamaktir.

fu(a,b) = lim fla+h,b) — f(avb)7 fy(a,,b) — lim f(a,bJrh}z* f(a,b).

h—0 h h—0

Ornek 5.1 | Dersteki temel kismi tiirev

f(z,y) = x?y3 + 3z icin birinci kismi tiirevleri bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@55. jpg

1. x yontnde y sabittir: f, = 2zy® + 3. y yoniinde x sabittir: f, = 32%y°.

2. Ornegin (1,2) noktasinda f, = 19, f, = 12. Bunlar yiizeyin koordinat kesitlerindeki
egimleridir.

Ornek 5.2 | Limit tanimiyla kismi tiirev

f(z,y) = 22y icin f,(a,b) degerini tanimdan bulunuz.

Pekistirme

1. [f(a+ h,b) — f(a,b)]/h = [(a + h)2b — a2b]/h = 2ab + bh.

2. hsifira giderken f,(a,b) = 2ab elde edilir. Bu, diger degiskeni neden sabit tuttugumuzu
dogrudan gosterir.

2 Yiiksek mertebeli ve karma tlirevler

Birinci kismi tiirevler de fonksiyon oldugundan yeniden tiirevlenebilir. Bu notlarda f,, =
(f.),: ONCe X, sonra y tiirevi demektir. Islem sirasini agik yazmak farkl kaynaklardaki goste-
rim karigikligini 6nler. Karma tirevler bir komgulukta suirekli ise Clairaut-Schwarz teoremi

fay = fya Verir.

2 9 (of 9 (of 2
fxx—@a fﬁcy—ay<ax>v fy;c—ax<ay>a fyy_aiyg
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Ornek 5.3 | Dersteki rasyonel fonksiyonun ikinci tiirevleri

f(z,y) = xy/ (2% + y?), (z,y) # (0,0) icin ikinci kismi tiirevleri bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@55. jpg

1. S = 2? + y? kisaltmasiyla bolim kuralindan f, = y(y* — 2%)/52, f, = z(2? — y*)/S>.

2. fur icin —2zy/S? — dzy(y? — 2%)/S3 ortak paydada toplanir: f,, = 2zy(z? — 3y?)/S3.
3. Simetriyle f,, = 2zy(y? — 322)/S3. Karma tiirev f,, = (—a* + 622y — y*)/S5.

4. Orijin diginda turevler sureklidir; f,, = f.,. Orijinde baslangi¢ fonksiyonu taniml
olmadig i¢in bu formiller orijine uygulanmaz.

Teoremin kosullan

Karma tiirevlerin esitligini kosulsuz kabul etme. Suirekli ikinci kismi tliirevler yeterli bir
kosuldur; par¢ali tamimh fonksiyonlarda ayr1 kontrol gerekebilir.

3 Tiirevienebilirlik neden daha giuclidir?

Kismi tirevler iki 6zel yonu olcer. Turevlenebilirlik ise noktanin cevresindeki tim kucuk
degisimlerin ayni lineer fonksiyonla agiklanabilmesini ister. Hata, yer degistirmenin uzun-
luguna gore ihmal edilebilir olmalidir. Bu kosul teget diizlemin ytizeyi yerel olarak temsil
etmesini saglar.

R(h, k) 5o
Vh? + k2

[ [, bir komgulukta var ve noktada stirekli ise f o noktada tlirevlenebilirdir. Tirevlenebilir-
lik suirekliligi ve kismi tirevlerin varligini gerektirir. Ters yondeki ¢ikarimlar tek basglarina
dogru degildir.

fla+h,b+k)= f(a,b) + fe(a,b)h + fy(a,b)k + R(h, k),

Ornek 5.4 | Kismi tiirevler var, siireklilik yok

f(x,y) = zy/(2% + y?) orijin disinda, f(0,0) = 0 olsun. Orijinde kismi tlirevleri ve tiirevle-
nebilirligi inceleyiniz.
Pekistirme

J

1. Eksenler boyunca fonksiyon sifirdir. Bu yiizden f,(0,0) = f,(0,0) = 0.

2. y = x boyunca deger 1/2, dolayisiyla fonksiyon orijinde suirekli degildir. Stirekli olma-
yan fonksiyon turevlenebilir olamaz.
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4 Teget diizlem ve normal dogru

z = f(z,y) grafiginde P = (a,b, f(a,b)) noktasindaki iki teget yon (1,0, f,) ve (0,1, f,) olur.
Carpimlari (- f,, — fy, 1) normalini verir. Yeterli tirevlenebilirlik kosullar1 altinda bu normal
teget dizlemi belirler.

z = f(a'vb) = fm(avb)(x - a’) + fy(aa b)(y - b)'

Normal dogru: (z,y,z) = (a,b, f(a,b)) + t(—fz(a,b), —f,(a,b),1).

Ornek 5.5 | Teget diizlem ve lineer model

f(z,y) = 2? + 42 icin (1,2, 5) noktasindaki teget diizlemi ve normal dogruyu bulunuz.

Pekistirme

1. f, = 2z, f, = 2y. Noktadaki egimler 2 ve 4. Duzlem z — 5 = 2(x — 1) + 4(y — 2), yani
z=2x+4y — 5.

2. Normal dogru (z,y, z) = (1,2,5) + t(—2,—4,1). Normalin igaretini ters almak ayni dog-
ruyu verir.

Ylzey ile teget dizlem, temas noktasi yakininda ayni birinci mertebe degisimi verir.

5 Lineerlestirme ve yaklasik deger

Lineerlestirme L(x,y), teget diizlemin z degeri olarak okunan afin fonksiyondur. Hesab1 ko-
lay bir merkez secilir; merkezdeki fonksiyon degeri ve tirevler bulunur; hedef noktanin ki-
cuk farklar1 formiile konur. Yaklagimin guvenilirligi, merkeze uzaklik ve ikinci tirevlerin
buyukligune baghdir.

L(z,y) = f(a,0) + fala,b)(x — a) + fy(a,0)(y = b),  f(z,y) = L(z,y).
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Ornek 5.6 | Dersteki iistel fonksiyonun iki lineerlestirmesi

f(z,y) = e~ igin P = (0,0) ve Q = (1,2) merkezlerindeki lineerlestirmeleri bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261105-WA@@38. jpg

1. f, = —e?7%, f, = 2¢%~* P merkezinde Lp = 1 — z + 2.

2. Q merkezinde f = ¢, f, = —€3, f, = 2¢%. Buylizden Lg = €3 — e3(z — 1) + 2e3(y — 2) =
e3(2y —x — 2).

3. Her model kendi merkezinin yakininda kullanilir. Ornegin f(0.01,0.02) = ¢%%% ~ 1.03;
bu hedef P merkezine yakindir.

Ornek 5.7 | Karekokiin yaklasik degeri

V/(3.01)2 + (3.98)2 ifadesini diferansiyel veya lineer modelle yaklasik hesaplayiniz.

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. f(z,y) = /2% +y%, merkez (3,4), f = 5. f, = 3/5, f, =4/5.
2. h=0.01,k = —0.02. Yaklasik deger 5 + (3/5)(0.01) + (4/5)(—0.02) = 4.99.

6 Lineer yaklasimin hata siniri

ikinci tiirevler merkezi hedefe baglayan parcay1 iceren bir bélgede siirekli ve |f,.| < M,
|fay| < M, |fyy] < M olsun. Tek degiskenli Taylor teoremi g(¢t) = f(a + th, b+ tk) fonksiyonu-
na uygulanirsa asagidaki givenli ust sinir elde edilir. M yalnizca merkezdeki deger degildir;
butin ilgili bolgede gecerli olmalidir.

M
2

|f(a+h,b+k)— L(a+h,b+ k)| < = (|h| + |k])2.

Ornek 5.8 | Defterdeki hata siniri

f =22+ 32y +2y? +4, merkez (2,1), |z — 2|, |y — 1| < 0.01. Lineerlestirmeyi ve hata sinirin1
bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261022-WAQ060. jpg

1. £(2,1) =16, f2(2,1) =7, f,(2,1) = 10. L = 16 + 7(x — 2) + 10(y — 1) = 7z + 10y — 8.

2. frz =2, fuy = 3, fyy = 4. M =4 secilir; hata en fazla 3(0.01 + 0.01) = 0.0008.

3. Kontrol: gercek kalan h? + 3hk + 2k? olur. Mutlak deger icin daha siki 0.0006 sinir1 da
mumkuindur; dersteki 0.0008 guvenli ve dogrudur.
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Ornek 5.9 | ikinci hata siniri sorusu

f = 2% - 3zy + 2, merkez (1,2), |z — 1|, |y — 2| < 0.1. L ve giivenli hata sinirin1 bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261105-WA@0@38. jpg

1. f(1,2)=—1,fo =—4, fy=1oldugundan L = -1 —4(z — 1) + (y — 2) = -4z +y + L.

2. Ikinci tiirevlerin mutlak degerleri 2,3,2; M =3. Hata < (3/2)(0.1 + 0.1)2 = 0.06.

Ornek 5.10 | Kiigiik bolgede kosiniis hatasi

f(z,y) =1+ x + cosy, merkez (0,0), |z|, |y| < 0.2. L ve hata sinirin1 bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261105-WA@040. jpg

1. £(0,0) =2, f, =1, f,(0,0) = 0. Bylece L = 2 + .

2. fox = foy = 0,]fyy| = |cosy| < 1. Genel smir 0.08 verir; yalniz y yoniindeki gergek
ikinci terim kullanilirsa | f — L| = |cosy — 1| < y?/2 < 0.02.

7 Tam diferansiyel ve gercek artis

Gergek artis Af = f(a + Az, b+ Ay) — f(a,b) tam farktir. Diferansiyel df = f, dz + f, dy bu
farkin lineer kismidir. Yaklasik hesapta dx = Az, dy = Ay alinir; buna ragmen df ve Af genel
olarak esit degildir. U¢ degiskende dw = f,dx + f,dy + f.d=.

Ornek 5.11 | Tahtadaki silindir hacmi degisimi

Yaricapi 3 cm, yuksekligi 10 cm olan silindirde yaricap 0.01 cm artsin, yukseklik 0.1 cm
azalsin. Hacim degisimini yaklasik bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ066 . jpg

1. V = nr2h; dV = 2xrhdr + nr? dh. dr = 0.01,dh = —0.1.

2. dV = 607(0.01) + 97(—0.1) = —0.37 santimetre kip. Baglangi¢c hacmi 907, yeni hacim
yaklasik 89.77.

3. Tam deger 7(3.01)%(9.9) = 89.69499x. Yaklasik ve tam deger arasindaki fark 0.005017;
yuksek mertebeli terimlerden gelir.
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Ornek 5.12 | Silindir icin ikinci ders sorusu

Yaricap 10 cm den 9.9 cm ye, yukseklik 30 cm den 30.3 cm ye degisiyor. Yaklasik hacim
degisimi nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ083. jpg

Adim adim ¢6ziim
1. dr = —0.1,dh = 0.3. dV = 27(10)(30)(—0.1) 4+ 7(100)(0.3) = —307 santimetre kup.

2. Baglangi¢ hacmi 3000, yeni hacim yaklagik 29707. Isaret hacmin azaldigin gosterir.

8 Ikinci tam diferansiyel ve Hessian

Bagimsiz dx, dy artiglari sabit kabul edilerek bir kez daha diferansiyel alinir. Karma terim iki
kez geldigi icin katsay1 2 olur. d?f, karesi alinmis df degildir. ikinci mertebe Taylor yaklasi-
minda bu terimin yarisi kullanilir.

1
Pf = faada® + 2fuyddy + frydy®,  flathb+ k)~ f+df +5d°f

dPw = wypda? + wyydy2 +w,,dz? + 2Waydx dy + 2wy dr dz + 2w,.dy dz.

Ornek 5.13 | Tahtadaki polinom diferansiyeli

f =23+ 5zy® + 32y + 4z — 3y + 5 icin df ve ikinci diferansiyeli yaziniz.
Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ@82. jpg

Adim adim ¢oziim
1. f, =322 +5y? + 3y + 4, f, = 102y + 3z — 3. df bu katsayilarla dx ve dy nin toplamidir.

2. fux =62, fry = 10y + 3, f,, = 10x. Dolayisiyla d*f = 6z dz? + 2(10y + 3)dx dy + 10z dy?.

Ornek 5.14 | U¢ degiskenli polinomun diferansiyelleri

w = 3x2yz? — 3zy + 2yz% + 2yz icin birinci ve ikinci diferansiyeli bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ082. jpg
J

1. w, = 6zy2? — 3y + yz, wy = 32222 — 3z + 222 + 22, w, = 62%yz + dyz + 2y. dw = wydx +
wydy + w,dz.

2. Wyp = 6yz2, Wy = U, W0, = 622y + 4y. Karma tiirevler Wy = 6222 —3+ 2, Wy, = 120yz+y,
Wyz = 6222 + 4z + x.

3. Ikinci diferansiyel bu alt1 katsay1 yukaridaki genel formiile yerlestirilerek elde edilir.
Her karma terimin katsayisi 2 ile ¢arpilir.
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9 Turevlenebilirlige iliskin hizli kontrol

1. Kismi tiirevde diger girdiyi sabit tut; nokta degerini tiirev aldiktan sonra yerlestir.

2. Karma turevde hangi degiskene Once turev aldigini yaz.

3. Teget diizlem icin ylizeydeki noktanin gercekten grafigin tizerinde oldugunu dogrula.
4. Lineerlestirmede sabit terimi unutma: L merkezde f degerini vermeli.

5. Hata ust sinirinda ikinci tirevleri butiun bolgede sinirla; yalniz merkezde 6lgme.
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Kaynaklar ve kapsam

Bu metin 156 ders/defter fotografl ve alt1 bashikli miufredata gore 6zgin olarak yazildi. Fo-
tograflar dersin sira ve drneklerini belirler. Ek sorular pekistirme olarak etiketlidir; ¢ikmig
siav sorusu iddiasi yoktur. Soluk semboller tahminle aktarilmadi. Gradyan ve yonlu tirev,
mifredat geregi tamamlanan anlatimdir. Fotograf bazinda inceleme dizini web sitesinde ve
analysis/FOTOGRAF_INCELEMESL.md dosyasinda bulunur. Birincil ders malzemesi. Kul-
lanicinin sagladigl 156 JPG ders/defter fotografi ve mufredat.png. Dosya tarihleri ders tarihi
olarak varsayilmadi. Konu-fotograf eslestirmesi fotograf dizinindedir.

Erwin Kreyszig - Advanced Engineering Mathematics. Dersin belirtilen kitab1. Wiley 10.
baski bolum diziniyle vektor diferansiyel hesabi baghgi eslestirildi; tam kitap dosyasi saglan-
madi. Kitaptan birebir metin veya soru aktarimi yapilmadi. https://bcs.wiley.com/he-bcs/
Books?action=contents&bcsId=6140&itemId=0470458364

KOCW - Kreyszig temelli Boliim 9 ders notlari. Sungkyunkwan / Kim Munhyeon, vektor-
ler ve vektor fonksiyonlari. Acik tiiniversite notu kavram ve formil kontrolinde kullanildi.
Buradaki Turkce aciklamalar ve ¢ozimler 6zgun olarak yazildi. https://contents.kocw.net/
KOCW/document/2015/sungkyunkwan/kimmunhyeon3/8.pdf

Zill ve Wright - Calculus / Matematik. Kullanicinin verdigi bibliyografya: I. N. Cangiil ce-
virisi, Nobel, 2013. Tam metne erisilmedi; baskiya 6zgl sayfa ve soru numarasi atfedilmedi.

Mustafa Balci - Genel Matematik II. Kullanicinin verdigi bibliyografya: Siirat, 2013. Tam
metin saglanmadi; bu kitaptan dogrulanmis alint1 veya sayfa atfi yapilmada.

MIT OCW - 18.02 ders notlari. Denis Auroux, 2007. Ders duizeni ve kavram denetimi icin
acik ders dizini. Mufredat disindaki ¢ok katli integraller ve integral teoremleri bu calismaya
eklenmedi. https://ocw.mit.edu/courses/18-02-multivariable-calculus-fall-2007/pages/
lecture-notes/

MIT - Teget diizlem ve gradyan. Gradyanin teget diizlem ve yonli turevle iligkisi i¢in agik
teknik kontrol kaynag1. Konuya eklenen ornekler 6zgin pekistirme sorularidir. https://www.
ocw.mit.edu/ans7870/18/18.013a/textbook/HTML/chapter@6/section®d5.html
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