MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

CALISMA ATOLYESI / KONU 06

Zincir kurali, yonlu tiirev ve gradyan

Bagimlilik agaclari, kapal turev, degisken donusumleri, en hizli artig ve seviye yuze-
yine normal.

Bu boliimiin hedefleri

* Birden fazla yoldan gelen tirev katkilarini zincir kuralinda toplamak.
» Kapali denklemlerde tiirevleri gecerlilik kogullariyla hesaplamak.

* Gradyan ve birim yon kullanarak yonlu tirev ve en hizli artis1 bulmak.
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1 Bagimhhik agaci ve tek parametreli zincir kurah

z = f(z,y)vex = z(t),y = y(t) ise t degisince z iki yoldan etkilenir. Her yol tizerindeki tiirevler
carpilir ve yollar toplanir. Once hangi degiskenin hangisine bagh oldugunu cizmek, eksik
terimleri Onler. f nin turevleri (z(¢), y(¢)) noktasinda degerlendirilir.

d d d d

Tt ha T = fel) + fy(t) + L),

ikinci formiilde f,27 ifadesi f, z carpimidir; ikinci kismi tiirev f,, ile karigstirilmamalidir.
Butun ara degiskenler ayni1 parametreye baghysa d/dt kullanilir.

Ornek 6.1 | Tahtadaki trigonometrik zincir érnegi

2z =22+ 9% & =cost+sint, y = cost — sint. dz/dt nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261105-WA@041. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. z, =2z, 2z, = 2y; &/ = —sint + cost, y/ = — sint — cost. Zincir toplami 0 olur.

2. Dogrudan kontrol: (cost + sint)? + (cost — sint)? = 2. Sabit fonksiyonun tiirevi 0.

Ornek 6.2 | Carpanli fonksiyonda zincir kurali

z = zy, x = COSt,y = sint¢. dz/dt yi bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261105-WA®041. jpg
J

1. 2z, =y, 2, = =. Boylece 2/ = sint(—sint) + cost cost = cos®t — sin” .

2. Dogrudan z = ; sin 2¢ tlirevi de cos 2¢, ayn1 sonugtur.

2 iki yeni degiskene bagh zincir kurah

z = f(z(u,v),y(u,v)) oldugunda u ve v bagimsiz yeni degiskenlerdir. u ya gore turev alirken
v sabit tutulur. Ayni dis fonksiyonun farkl ic¢ yollar1 katki verir. Daha ¢ok ara degisken varsa
her biri icin bir terim eklenir.

0z 0z

%:fzqunyyua %:fml'u+fyyv~

Bu formullerde f,z,, f. x, ¢arpimidir. Matris bicimi D(f o g) = Df(g)Dyg ile aynm diizeni ifade
eder. Carpim sirasi, 6nce i¢ degiskenlerin degisimi sonra dis fonksiyonun etkisi uygulanacak

bicimdedir.
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Ornek 6.3 | Tahtadaki logaritma 6rnegi

z =1In(z? +9?), x = e*cos v,y = e* sinw. z,, z, nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ074. jpg

1. fJL‘ = 2$/(I2 +y2)) fy = 2y/($2 +y2) Ty =Ty3Yuy =Y, Ty = —Y,Yp = T.

2. zu = 2(2% +97)/ (2 +17) = 2 20 = (=2zy + 22y) /(2® + ¢*) = 0.

3. Kontrol: 22 + y? = 2%, dolayisiyla z = 2u.

Ornek 6.4 | Ug ara degiskenli ders drnegi

S=In(z? +y?+2%), 2 =u+v,y =u— v,z = 2y/uv. Pozitif u ve v i¢in S,, S, bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261108-WA®077. jpg
J

Adim adim ¢6ziim
1. 2y =y =1Ly = 1,y = —1, 2, = v/J/uv, 2z, = u/y/uv.

2. Payda 22 + y? + 22 = 2(u +v)2. Zincir toplamlar1 S, = S, = 2/(u + v).

3. Dogrudan S = In2 + 2In(u + v) ayni sonucu verir. «, v > 0 se¢imi kokun icte tiirevlen-
mesini ve logaritmanin tanimini giivenceye alir.

3 Hem dogrudan hem dolayh bagimhhk

Bazen bir degisken hem f icinde dogrudan goriinur hem de ara degiskenlerin i¢inde yer alir.
Ornegin z = f(x,y), y = y(x) ise f nin X e dogrudan katkis1 da eklenmelidir. Yalnizca dolayl
yolu almak bir terimi kaybettirir.

Ornek 6.5 | iki bagimsiz yeni degiskenle karmasik érnek

z=e"Y, ¢ =sinu,y = v, u,v # 0. 2y, 2o yi bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261108-WA@079. jpg

1. f, = eV )y, fy= —ze®Y [y2. 1, = COSu, Ty = 0, Yy = 2uv, Yy, = u.

2. 2, = SN/ (W) [cos u/ (uv) — 28in u/(udv)].

3. 2z, = —eSu/(W*0) sin y /(u20?). I¢ ifadeyi 6nce sadelestirip tiirev almak da kontrol yon-
temidir.
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4 Kapal fonksiyonlarda tiirev

F(z,y) = 0 denklemi y yi agik¢a ¢6zmeden yerel olarak y(x) tanimlayabilir. F bir komgulukta
surekli birinci tiirevlere sahipse ve F, # 0 ise kapali fonksiyon teoremi bu yerel ¢6ziimi
guvenceye alir. Tirev alinirken y nin de x e bagh oldugu unutulmamahdir.

F,+EFyr=0 = y=-—— F, #0.

Ug degiskende F(z,y, z) = 0,z yiyerel olarak z(x,y) tammliyorsa X tiirevinde y sabit, y tiirevin-
de x sabit tutulur. Stirekli birinci tiirevler ve F, # 0 koguluyla asagidaki formiuller gecerlidir.

Ornek 6.6 | Tahtadaki kapal tiirev sorusu

22423 + 329? + 4x2 + 3y + 5z — 23 = 0 denkleminin tanimladig1 z(x,y) i¢in (1,2) noktasinda
2y, 2y Nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ081. jpg

1. Once z bulunur: 22° + 4z = 0. Gergek ¢éziim z = 0; inceleme noktasi (1, 2,0).

2. Fp =82%2%3 +3y2 + 42 + 5, Fy=6xy+3, F, = 62422 + 4.

3. Noktada F, = 17,F, = 15,F, = 4 # 0. BOylece 2z, = —17/4,2, = —15/4. Yerel z(X)y)
yorumu gecerlidir.

.

Ornek 6.7 | Kapali denklemin teget diizlemi

z? +y? + 22 = 9 kiiresinin (1, 2, 2) noktasindaki teget diizlemi nedir?

Pekistirme

1. F =2+ y? + 2% — 9, gradyani (2z, 2y, 22). Noktada normal (2, 4, 4).

2. 2(x —1)+4(y — 2) +4(z — 2) = 0, yani z + 2y + 2z = 9. Bu normal merkezden noktaya
giden yaricapla paraleldir.

5 ikinci tiirevde zincir kural

Bir degisken donustimiunde ikinci turev alinirken ilk zincir toplaminin hem katsayilar: hem
tirevleri degisir. Bu nedenle i¢ fonksiyonlarin ikinci tiirevleri de ortaya ¢ikar. = = z(t),y =
y(t) icin surekli ikinci tirevler varsayimiyla:

d*z
W = fww(x/)Q + 2fwyx/y/ + fyy(?ﬂ)z + fac-'L'// + fyy//'

Fotograflar + miifredat | 8 Kasim 2026 4



MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

Ornek 6.8 | Dersteki diferansiyel denklem déniisiimii

r = ¢! donisimi altinda 22y, + ry, — vy = 0 denklemini t degiskenine donistiiriniz.
Ders fotografindan | IMG-20261105-WAQ042. jpg

Adim adim ¢oziim

1. dt/dx = 1/z. Dolayisiyla vy, = y;/x.

2. Yeniden x tlirevi: y,, = (v — v;)/x>. Burada hem y, hem 1/z tlirevlenir.

3. Denklem (y; — 1) + y+ — y = 0, yani y;; — y = 0 olur. Donusgim « > 0 i¢in gecerlidir.

6 Gradyan: tiirevieri bir vektorde toplamak

Miifredati tamamlayan anlatim

Fotograflarda zincir kurali ve kapal tiurev ornekleri acik¢a goruliyor. Yonlu tirev ve
gradyan ise verilen mufredatin 6. bashginda yer aliyor; bu alt bolumler standart vektor
analizi kurallariyla tamamlandi. Asagidaki 6rnekler ders tahtasindan aktarilmis sorular
olarak sunulmuyor.

Bir skaler alanin gradyani kismi tiirevlerden olusan vektordur. Sicaklik alaninda her noktada
hangi yone gidildiginde sicakhigin daha hizh arttigini anlatir. Skaler alan sayisal deger verir;
onun gradyani bir vektor alanidir. Bu fark, birim ve boyut kontroli i¢in énemlidir.

Vf = (fzvfy)v VE = (FmaFvaz)'

Turevlenebilirlik altinda kiiguk bir h yer degistirmesi i¢in f(P + h) — f(P) = Vf(P) - h.
Boylece 6nceki bolumdeki tam diferansiyel, gradyanin yer degistirmeyle skaler carpimidir.
Gradyanin bilesenleri, koordinat eksenlerindeki degisim hizlaridir.

7 Yonlu turev ve yonii birimlestirme

Kismi tiirev yalniz eksenler boyunca degisimi 6lcerken yonlu tiirev segilen herhangi bir birim
yonde birim uzunluk basina degisimi 6lcer. w birim olmak zorundadir. Yon v olarak verilirse
once v/||v|| alinir. P den Q ya yon sorulursa vektor Q-P dir.

. f(P+hu)— f(P

Duf(P) = lim ( h) (P)

Son esitlik f nin P de tlirevlenebilirligi altinda gecerlidir. Yalnizca kismi tiirevlerin varhigim

bilmek yeterli degildir. Birim olmayan vektorle skaler ¢carpim, o parametrizasyonun hizin
da igerir; standart yonlu tiirevle ayni say1 olmayabilir.

=Vf(P)-u,  [uf=1
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Ornek 6.9 | Birim olmayan yénden yénlii tiirev

f(z,y) = 2%y + 3y, P = (1,2), yon v = (3,4). Yonli tiirev nedir?

Pekistirme

1. fo =2y, f, =22 +3. Vf(1,2) = (4,4).

2. Yonun normu 5; w = (3/5,4/5). Duf = 4(3/5) + 4(4/5) = 28/5.

3. Birimlegtirmeden alinan 28 sonucu, parametre hizini 5 katina ¢ikarir ve bu sorunun
istedigi birim uzunluk basina tirev degildir.

Ornek 6.10 | P den Q ya dogru degisim

F(z,y,2) =22 +y> + 2%, P = (1,0,2), Q = (3,1,4). P de Q yoniindeki tiirev nedir?

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. Q — P=(2,1,2),norm 3; birim yon (2,1,2)/3. VF(P) = (2,0,4).

2. Skaler ¢arpim (4+-048)/3 = 4. Sonucun pozitif olmasi1 bu yonde ilk anda alan degerinin
arttigini gosterir.

8 En hizh artis, azalis ve degismeyen yon

Sifir olmayan gradyan icin Dy f = ||V f|| cos 6. En biiytik kosinis 1, en kiigiik -1 oldugundan en
hizli artig gradyan yonundedir. Gradyana dik yonlerde birinci mertebeden degisim sifirdir.
Bu, fonksiyonun o dogrultuda her uzaklikta sabit kalacagi anlamina gelmez.

Vf
max Dyf =||Vf], w = —,
e Duf VAl Wmax IV

Ornek 6.11 | Gradyanla yon secmek

f = 22 +2y? icin P =(1,1) noktasinda en hizl artis yont, hizi ve sifir degisim yoni nedir?

min Dy f = —||Vf]|.

Pekistirme

J

1. Vf = (2z,4y); P de (2,4), norm 2+/5. En hizli artis birim yoni (1, 2)/v/5, hiz1 2v/5.

2. Enhizh azalis ters yonde ve tiirev —2+/5. Sifir tiirev yonlerinden biri (-2, 1) /+/5, ¢ciinki
(2,4)-(—=2,1) =0.

(o))
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Gradyan sifirsa

Vf(P) = 0 ve f turevlenebilir ise tim birim yonlerde birinci yonlu tirev sifirdir. Bu
bilgi tek basina maksimum, minimum veya sabitlik gostermez; daha ytiksek mertebe
inceleme gerekir.

EREE

Gradyan seviye egrisine diktir. Birim yon gradyana dondikce yonlu tlrev artar.

9 Gradyan neden seviye kiimesine diktir?

f(z(t),y(t)) = c seviye egrisi boyunca sabittir. Zincir kuraliyla 0 = f,a/ + f,y/ = Vf - r.. Do-
layisiyla sifir olmayan gradyan egrinin tegetine diktir. U¢ boyutta ayni kanit seviye yiizeyi
uzerindeki buitin teget yonler icin gecerlidir.

Ornek 6.12 | Seviye egrisinin teget dogrusu

x? + 2y? = 3 egrisinin (1,1) noktasindaki tegeti nedir?

Pekistirme
J

1. Gradyan (2,4) tegete normaldir. 2(x — 1) + 4(y — 1) = 0, yani = + 2y = 3.

2. Bu dogrultu 6nceki ornekteki sifir yonli tirev dogrultusuyla aynidir. Teget dogrusu
egriye yalnizca yerel olarak yaklasir.

10 Bitiin konulari baglayan ¢oziim stratejisi

1. Degiskenlerin bagimhliklarini 6nce yaz; her bagimsiz yolun katkisini ekle.

2. Kapali tiirevde once noktayl tamamla, sonra paydadaki tiirevin sifir olmadigini denetle.
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3. Yonlu tirevde yonu birimlestir; tiirevlenebilirlik kogulunu kontrol et.
4. En hizh artis yon sorusudur, en hizh artis hizi ise norm sorusudur.

5. Seviye yluzeyinde gradyani normal olarak kullan; noktanin ylizeyde oldugunu dogrula.

Ornek 6.13 | Birlesik pekistirme

f(z,y) = e*~¥, P =(0,0). P de teget diizlem, (1, 1) yoninde tirev ve en hizh artis yoninu

bulunuz.

Pekistirme

1. f(P)=1,Vf(P)= (1,-1). Grafik uizerindeki teget dizlem = = 1 + = — y.

2. Birim yon (1,1)/+/2; yonli tirev 0. En hizh artig yont (1, —1)/+/2, artis hiz1 v/2.

3. = = y dogrusu uUzerinde fonksiyon gercekten 1 dir. Bu 6rnekte sifir tiirev sabit seviye
dogrultusuna karsilik gelir; her fonksiyonda boyle kiiresel bir sonu¢ ¢ikarilmaz.
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Kaynaklar ve kapsam

Bu metin 156 ders/defter fotografl ve alt1 bashikli miufredata gore 6zgin olarak yazildi. Fo-
tograflar dersin sira ve drneklerini belirler. Ek sorular pekistirme olarak etiketlidir; ¢ikmig
siav sorusu iddiasi yoktur. Soluk semboller tahminle aktarilmadi. Gradyan ve yonlu tirev,
mifredat geregi tamamlanan anlatimdir. Fotograf bazinda inceleme dizini web sitesinde ve
analysis/FOTOGRAF_INCELEMESL.md dosyasinda bulunur. Birincil ders malzemesi. Kul-
lanicinin sagladigl 156 JPG ders/defter fotografi ve mufredat.png. Dosya tarihleri ders tarihi
olarak varsayilmadi. Konu-fotograf eslestirmesi fotograf dizinindedir.

Erwin Kreyszig - Advanced Engineering Mathematics. Dersin belirtilen kitab1. Wiley 10.
baski bolum diziniyle vektor diferansiyel hesabi baghgi eslestirildi; tam kitap dosyasi saglan-
madi. Kitaptan birebir metin veya soru aktarimi yapilmadi. https://bcs.wiley.com/he-bcs/
Books?action=contents&bcsId=6140&itemId=0470458364

KOCW - Kreyszig temelli Boliim 9 ders notlari. Sungkyunkwan / Kim Munhyeon, vektor-
ler ve vektor fonksiyonlari. Acik tiiniversite notu kavram ve formil kontrolinde kullanildi.
Buradaki Turkce aciklamalar ve ¢ozimler 6zgun olarak yazildi. https://contents.kocw.net/
KOCW/document/2015/sungkyunkwan/kimmunhyeon3/8.pdf

Zill ve Wright - Calculus / Matematik. Kullanicinin verdigi bibliyografya: I. N. Cangiil ce-
virisi, Nobel, 2013. Tam metne erisilmedi; baskiya 6zgl sayfa ve soru numarasi atfedilmedi.

Mustafa Balci - Genel Matematik II. Kullanicinin verdigi bibliyografya: Siirat, 2013. Tam
metin saglanmadi; bu kitaptan dogrulanmis alint1 veya sayfa atfi yapilmada.

MIT OCW - 18.02 ders notlari. Denis Auroux, 2007. Ders duizeni ve kavram denetimi icin
acik ders dizini. Mufredat disindaki ¢ok katli integraller ve integral teoremleri bu calismaya
eklenmedi. https://ocw.mit.edu/courses/18-02-multivariable-calculus-fall-2007/pages/
lecture-notes/

MIT - Teget diizlem ve gradyan. Gradyanin teget diizlem ve yonli turevle iligkisi i¢in agik
teknik kontrol kaynag1. Konuya eklenen ornekler 6zgin pekistirme sorularidir. https://www.
ocw.mit.edu/ans7870/18/18.013a/textbook/HTML/chapter@6/section®d5.html
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