MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

CALISMA ATOLYESI / TAM DERS KITABI

Miithendislik matematigi

Alt1 konunun ayrintili anlatimi, tim ¢6zimlu 6rnekler, gorseller ve kaynak notlari.

Onerilen sira: 6nce tanim ve geometrik yorum, sonra ¢ozimii kapatarak érnek, ardindan
kaynak fotografi ile karsilastirma. Her bolimiin sonunda yontem secimi ve kontrol adimlar:
bulunur.
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Kisim 1

Uc boyutlu uzay ve vektorler

1 Uzayi koordinatlarla okumak

Bir noktay1 belirtmek i¢in konum, bir vektoru belirtmek icin buyuklik ve yon gerekir. Sag
elli Kartezyen sistemde P = (z,y, ) noktasinin koordinatlari sirasiyla yz, 2z, xy diizlemlerine
gore isaretli konumunu anlatir. zy dizlemi z = 0, zz dizlemi y = 0, yz dizlemi = = 0 ile
tanimlanir. Ug koordinatin isaretleri uzayi sekiz bolgeye ayirir.

A noktasindan B noktasina giden vektdr her koordinatta son eksi ilk alinarak bulunur. Bas-
langi¢ noktasi degi§$> bile ayn1 buiyukliik ve yoni koruyan oklar ayni serbest vektori temsil
eder. Buna karsilik O 4, basglangici orijin oldugu i¢in konum vektorudur.

AB = (T —TA,YB — YA, 2B — 24), d(A,B) = \/(zp —74)2 + (yp — ya)2 + (2 — 24)>

Tek degiskenli tiirev ve integral kurallari sonraki bélimlerde kullanilacak. Bu ilk bolum
icin Pisagor bagintisi, determinant ve temel trigonometri yeterlidir.

2 Vektor islemleri, norm ve birim vektor

u = (up,uz,u3) ve V= (v1, v, v3) i¢in toplama bilegen bilesen yapilir. \w uzunlugu |\| katina ¢i-
karir; A < 0 ise yonu ters ¢evirir. Standart baz i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0, 1) oldugundan
u = uii + uoj + usk yazilir.

Ornek 1.1 | Birim vektor

u = (3,4) yonundeki birim vektoru bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WA0026. jpg

1. Once norm alinir: |ju|| = /9 + 16 = 5.

2. Her bileseni 5 ile boliince u = (3/5,4/5) elde edilir. Norm kontrold 9/25 + 16/25 = 1
verir. Ters yondeki birim vektér bunun negatifidir.

/
0 i¢in yon ve birim vektor tamimlanmaz. Birimlestirme yapmadan énce paydanin sifir
olmadigin kontrol et.

.

ul
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3 Skaler carpim, aci ve diklik

Skaler carpim iki vektorun ayni dogrultuda ne kadar bileseni bulundugunu oélcer; sonucu
sayidir. Bilegsen formulu hesaplamada, geometrik formil ac1 yorumunda kullanilir. Sifir ol-
mayan vektorler icin ¢carpim pozitifse dar, negatifse genis, sifirsa dik a1 vardir.

u-v

U -V =uyv; + usvs + uzvz = ||uf|||v]| cosd oSl = ——.
’ [alffv]

Ornek 1.2 | Dersteki agi sorusu

u=(2,-1,3) ve v=(1,4,2) dik midir? cos 6 nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ0@32. jpg

Adim adim ¢oziim

1. w-v=2-4+6=4. Carpim sifir olmadigindan dik degildirler.

2. ||u|| = V14, ||v|| = v/21. Dolayisiyla cos @ = 4/+/294. Pozitif sonug¢ acinin dar oldugunu
dogrular.

Yon kosinusleri, vektorun pozitif koordinat eksenleriyle yaptig1 acilarin kosinusleridir.
cosa = uy/|[ul], cos B = uz/|[ul|, cosy = uz/|[u|| ve cos? a + cos? 3 + cos? v = 1. Bu bagint1 birim
vektor kontroliiniin bagka bir bigimidir.

Vektor acisi ve dogru agisi

Iki vektoriin agis1 [0, 7] aralifindadir. iki yonsiiz dogru arasindaki kiiciik ac1 icin paydaki
skaler carpimin mutlak degeri kullanilir.

4 izdiisiim: bir vektorii iki parcaya ayirmak

Bir kuvveti egim boyunca ve egime dik bilegsenlerine ayirirken izdisum kullanihir. u vekto-
runun v dogrultusundaki isaretli skaler bileseni bir sayidir; vektorel izduisumu ise bu say1 ile
v carpilarak elde edilir.

u-v
comp,u = ——— V.

: proj,u =
v’ Yol

u, = u — proj,u kalan v ile diktir. Kontrol igin kalanla v skaler ¢arpilir. isaretli bilesen
negatif olabilir; izdigimun uzunlugu istendiginde mutlak deger alinir.
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Ornek 1.3 | izdiisiim hesabi

u = (2,1,2) vektorini v = (1,0, 1) dogrultusuna izdusurunuz.

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. w-v =4, ||v||? = 2. Bu ylizden izdiigiim 2(1,0,1) = (2,0, 2).

2. Dik kalan (0, 1,0) olur ve (0,1,0) - (1,0,1) = 0. Skaler bilesen 4/v/2 = 2v/2.

u

u

SR

proj, u v

izdustiim, vektérii bir dogrultuya paralel ve o dogrultuya dik iki bilesene ayirir.

5 Vektorel carpim ve alan

Vektorel carpim R? icinde her iki girdiye de dik bir vektor tretir. Yoni sag el kuraliyla be-
lirlenir. Sira degisirse isaret degisir; bu yuzden determinant agilimindaki orta bilegsenin eksi
isaretine dikkat edilir.

i j Kk
UWXV=|u us uzl = (U2U3 — U3V2, U3V1 — ULV3, ULV — uzvl).
U1 Vg U3
. 1
||ll X V” = ||llH||V|| sin g, Aparalelkenar = ||ll X VH, Aﬁggen = 5”“ X V||
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Ornek 1.4 | Tahtadaki vektorel carpim

u=(1,2,3),v=(2,0,1) i¢in u x v bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261023-WA2029. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. Bilesenler (2-1-3-0,3-2—1-1,1-0—2-2) seklindedir. Sonug (2, 5, —4).

2. Diklik kontrolleri: (2,5, —4) - (1,2,3) =2+ 10 — 12 = 0 ve (2,5,—4) - (2,0,1) = 4 — 4 = 0.
Alan /45 = 3+/5, icgen alani 3/5/2.

LETEE QS

Sifir olmayan iki vektor icin u x v = 0 paralellik demektir. Bilesen oranlarini kullanmak
mumKkiin olsa da sifir bilesenler varsa capraz ¢arpim daha giivenlidir.

6 Karma carpim, hacim ve ayni diizlemde olma

Ug vektoriin skaler karma carpimi bir taban alani ile isaretli yiiksekligin ¢arpimidir. Sonucun
mutlak degeri paralelyiizliiniin hacmidir. U¢ vektér ayn diizlemsel alt uzaydaysa yiikseklik
sifirdir; determinant da sifir olur.

14
wvw=u (vxw), V=[wvwl  Virtyia = 6

Ornek 1.5 | Hacim ve bagimsizlik

u=(1,0,0),v=(0,2,0),w = (1,1, 3) igin hacim ve bagimsizlik nedir?

Pekistirme

1. vxw = (6,0,—2); w-(vxw) = 6. Paralelylizli hacmi 6, dortyuzli hacmi 1 birim kiiptir.

2. Determinant sifir olmadigindan bu ¢ vektor lineer bagimsizdir ve R? igin baz olus-
turur.

J

Lineer bagimsizlik, cu + Av + yw = 0 esitliginin yalnizca sifir katsayilarla saglanmasidir. iki
vektorde bagimsizlik paralel olmamaya, ti¢ vektorde sifir olmayan determinanta indirgenir.
R? iginde ikiden fazla vektor bagimsiz olamaz.

(o]
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7 Dersteki lineer bagimsizlik ornekleri

Ornek 1.6 | Diizlemde bagimh vektorler

u = (1,2),v=(-3,-6) bagimsiz midir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@@33. jpg

Adim adim ¢oziim
1. v = —3u. Bunedenle 3u + v = 0, sifirdan farkl katsayilarla saglanir.

2. Dogrultular1 ayni oldugu i¢in birlikte diizlemi germezler; yalnizca bir dogruyu gerer-
ler.

Ornek 1.7 | Diizlemde baz

u=(2,-3),v=(-5,4) dizlem i¢in baz midir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ@34. jpg

Adim adim ¢oziim

|

1. Determinant 2-4 —(—3)(—5) = 8 —15 = —7 # 0. Dolayisiyla bagimsizdirlar ve bazdirlar.

2. Her (z,y), au + gv olarak tek bicimde yazilir. Denklem sistemi ¢ozulirse a = —(4z +
5y)/7, 8 = —(3z + 2y)/7. Yerine koyma her iki koordinat1 dogrular.

S

8 Yontem secimi ve kendi kendini kontrol

istenen Kullamilacak islem Kontrol

Ac1/ diklik u-v Sonug bir sayidir.

Dik vektor / alan uxv Her iki vektorle skaler carpim
sifir.

Hacim / ticli bagimsizlik Karma carpim Hacim negatif olamaz.

Yon / birim vektor Norma bolme Norm 1 olmal.

Ornek 1.8 | Pekistirme

a=(1,1,0),b = (1,-1,2) i¢in diklik, birim vektor ve paralelkenar alanini bulunuz.

Pekistirme

|

Adim adim ¢6ziim
1. a-b = 0, dolayisiyla diktirler. a = (1,1,0)/v/2.

2. a xb = (2,-2,-2); alan 2v/3. Ayrica dik vektorlerde alan |a|||b|| = v2v6 = 2v/3, ayn1
sonucu verir.

Xe]
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Kisim II

Dogrular, diizlemler ve kuadratik yiizeyler

9 Uzayda dogru: nokta ve yon

Bir dogrunun tek bir baslangic noktas1 P, ve sifir olmayan bir dogrultu vektori u bilinirse
tiim noktalar1 bir parametreyle tretilir. Iki nokta verilmisse yon olarak aralarindaki fark
alinir. Ayni dogru i¢in baslangi¢ noktasi veya yontun sifir olmayan kat1 degisebilir.

rit)=ro+tw, x=uwx¢+at, y=uyo+bt, z=z+ct, teR.

a, b, c sifir degilse (x — z¢)/a = (y — y0)/b = (2 — 20)/c simetrik bicimi elde edilir. Bir bilesen
sifirsa ona ait koordinat sabittir. Ornegin b = 0 ise y = y, ayrica yazilir; sifira bélme yapilmaz.

Ornek 2.1 | iki noktadan gecen dogru

A=(0,1,2), B=(3,1,—1) dogrusunu bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@032. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. AB = (3,0, —3), bunun yerine (1,0, —1) kullanilabilir.

2. x=t,y=1, z=2—t. Kartezyen bi¢cim = = 2 — z, y = 1. Parametre 0 iken A, 3 iken B
elde edilir.

Ornek 2.2 | Nokta ve paralel vektor

A = (1,2, 3) noktasindan gegen ve (2, 3,0) yonune paralel dogruyu yaziniz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@030. jpg

Adim adim ¢oziim
l.x=1+2t,y=2+3t, z=3.

2. Simetrik gosterim (z —1)/2 = (y — 2)/3, ayrica z = 3. Iki denklem uzayda tek dogruyu
belirler.

10 Dogrularin konumlari ve acilari

iki dogru karsilagtirilhirken ilk adim yén vektorlerini karsilastirmaktir. Paralel yonler icin
bir dogrunun noktasi 6tekinin tizerinde de bulunuyorsa dogrular cakisiktir. Paralel olmayan
yonlerde kesisim i¢in iki parametreli ti¢ denklem ¢ozulur. Cozim yoksa dogrular aykiridir.

u-v|

COS =
[l

o)
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Uzayda diklik nuiansi

u - v = 0 yonlerin dik oldugunu soyler. Dogrularin dik kesistigini sdylemek icin ayrica
kesistiklerini kontrol et; uzayda aykir1 dogrularin da yonleri dik olabilir.

Ornek 2.3 | Tahtadaki sifir paydali gésterim

Tahtada z/1 = y/1 = z/0ve (x — 1)/1 = y/(—1) = z/0 ile belirtilen dogrularin agis1 nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261001-WA@@14. jpg

1. Bu gosterimde z/0 gercek bir bolum degildir; z = 0 kisitinin kisa yazimi olarak yo-
rumlanir. Parametrik bicimler (¢,¢,0) ve (1 + s, —s,0) olur.

2. Yonler (1,1,0), (1,—1,0), carpimlar1 0.t = 1+ s = —sdent = 1/2,s = —1/2; kesigim
(1/2,1/2,0). Dolayisiyla ac1 90°.

11 Diizlem denklemi ve normal vektor

Bir duizlemin i¢inde pek cok dogrultu vardir; bunlarin timiine dik olan bir normal vektor
duzlemin yonelimini belirler. P, diizlem tizerinde ve n = (4, B,C) # 0 normal ise her P
noktasi i¢in ]ﬁ -n = 0 yazilir.

Al —z0)+Bly—yo) +C(z —20) =0 <= Ax+By+Cz+D=0.

Uc nokta verildiginde ayni baslangictan ¢ikan iki fark vektoriiniin vektérel ¢arpimi normal
olur. Carpim sifirsa noktalar dogrudastir ve tek bir dizlem belirlemez. Bulunan denklemi
her ti¢ noktada denemek iyi bir hata kontroludur.

Ornek 2.4 | Koordinat eksenlerini kesen diizlem

A =(1,0,0),B = (0,1,0),C = (0,0,1) noktalarindan gecen diizlemi bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261001-WA@0@14. jpg

1. AB = (~1,1,0), AC = (—1,0,1). Carpimlari (1,1, 1).

2. (x—1)+y+2z=0,yani z +y + z = 1. U¢ nokta da denklemi saglar.

Fotograflar + miifredat | 8 Kasim 2026 11
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Ornek 2.5 | Nokta ve normal ile diizlem

A = (2,3,4) noktasindan gegen, normali (1, 3,4) olan diizlemi bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261023-WA2030. jpg

Adim adim ¢6ziim
1. (x—2)+3(y—3)+4(z—4) =0.

2. Duzenlenince x + 3y + 4z — 27 = 0. Normalin herhangi bir sifir olmayan kat1 ayni
diizlemi verir.

12 Dogru-diizlem ve iki diizlemin kesisimi

Dogruyu diizlemde yerine koyunca parametre icin tek bir lineer denklem ¢ikar. m - w # 0
ise tek kesisim vardir. n - w = 0 ise dogru diizleme paraleldir; baslangi¢c noktas1 denklemi
saghyorsa dogru dizlemin i¢cindedir.

Ornek 2.6 | Dersteki dogru-diizlem kesisimi

(x—2)/1=y/2=(2+1)/(—1) dogrusu ile z — y + 2z = 3 dlizleminin kesigimi nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261001-WA@014. jpg
J

1. 2=2+t y=2t, 2=—1—tyazilir

2. Yerine koyunca (2 +t) — 2t + 2(—1 — t) = 3, yani —3¢t = 3.t = —1 ile nokta (1,—-2,0).
Kontrol: 1 — (-2) + 0 = 3.

Paralel olmayan iki diizlemin kesisim dogrusunun yoni n; x my olur. Bir koordinati uygun
secip kalan iki denklemi ¢ézerek dogru tizerinde bir nokta bulunur. iki normal paralelse ke-
sisim bir dogru olamaz; duzlemler ¢akisik veya ayrik paraleldir.

Ornek 2.7 | iki diizlemin arakesiti

x+y+z=2vez—y+z=0dizlemlerinin kesisimini yaziniz.

Pekistirme
J

1. Denklemleri ¢ikarinca 2y = 2, yaniy = 1. Sonra x + z = 1.

2. z = tsegilirser(t) = (¢,1,1—1¢). YOon (1,0, —1), normallerin vektorel carpimina paralel-
dir.

Fotograflar + miifredat | 8 Kasim 2026 12
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13 Aci sorularinda hangi vektor kullanihr?

Geometrik cift Iliskilendirilecek vektor Formiil

Dogru - dogru iki yon cos = [u-v|/(|[u|||v|)
Duzlem - diizlem iki normal COS ¢ = My - My|/(||my]]||mz||)
Dogru - duzlem YOn ve normal sing = [u-n|/(||al/|n])

Dogru ile diizlem acisinda sints kullanilmasinin nedeni, yonle normal arasindaki dar agiya
timleyen olmasidir. Dogru diizleme paralelse w - n = 0 ve ag1 0; diizleme dikse u || n ve ag1
90° cikar. Iki diizlemin dikligi normal vektorlerin dikligidir.

14 Noktanin dogruya ve diizleme uzakhg:

Uzaklik her zaman en kisa, dolayisiyla dik baglantinin uzunlugudur. Nokta-dogru uzakhigin-
da AP ile yon vektorinin olusturdugu paralelkenarin alani tabana bolinur. Nokta-dizlem
uzakliginda ise ]ﬁ normal dogrultusuna izdusurulur.

AP0 = |AP % u) a(p.11)  [Aze+ Byp + Czp + D)
’ [l ’ VA2 B2 (2

Ornek 2.8 | Tahtadaki nokta-dogru uzakhg

P = (2,3,—1) noktasmnn (x —1)/1 = (y — 2)/1 = (z — 13) /4 dogrusuna uzakligini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261023-WAQ057 . jpg

1. Dogru iizerinde A = (1,2,13), ydnu = (1,1,4). AP = (1,1, —14).

2. AP x u = (18, —18,0); normu 18+/2. Yoniin normu /18 = 3+/2. Uzaklik 6.

Ornek 2.9 | Calisma sorusu: nokta-diizlem uzakhg:

P = (1,0,2) noktasinin z + 2y — 2z + 4 = 0 duzlemine uzakligl nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261001-WA@0@14. jpg

1. Pay |1 +0—4+4|=1,payda+1+4+4=3.Uzaklk 1/3.

2. Dik izdiisim noktas1 H = P — §(1,2,-2) = (8/9,—2/9,20/9). Denkleme koyunca sifir
cikar ve |P — H|| = 1/3.

J
Paralel diizlemler ayni normal katsayilariyla yazilmissa d = | D,— D, |/||m||. Katsayilar yalnizca
orantiliysa dnce ayni normale donustir. Aykir: dogrular icind = |(r; —r;) - (W x V)| /[jw x v;
bu son bagint1 paralel dogrularda kullanilmaz.
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15 Kiire ve kareye tamamlama

Kire, bir merkezden esit uzakliktaki noktalarin kiimesidir. Genel denklemde ¢ kare terimi-
nin katsayisi ayni ve ¢apraz terimler yoksa kareye tamamlama ile merkez ve yaricap okuna-
bilir. Sabit terimden yaricapin karesini yanls isaretle ¢cikarmamak icin her koordinati ayri
duzenle.

(x—a)*+ (y—b)?*+ (2 —c)* = R%

Ornek 2.10 | Dersteki kiire sorusu

22 +y? + 22 + 42 — 6y + 2z — 11 = 0 kiiresinin merkezi ve yaricapi nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ0@32. jpg

Adim adim ¢oziim
1. (z+2)2-4+(@y—-32-9+(z+1)2-1-11=0.

2. (x4+2)%+ (y—3)%+ (2 +1)% = 25. Merkez (-2, 3, —1), yarigap 5.

16 Silindirler ve kuadratik yuzeyleri tanima

Bir denklemde bir koordinat hi¢ gorinmuyorsa diizlemdeki egri o koordinat boyunca tasinir.
Ornegin z2 + 32 = 4, » eksenine paralel dairesel silindirdir; = = y?, z dogrultusunda uzayan
parabolik silindirdir. Silindirin mutlaka dairesel olmasi gerekmez.

Yiizey Standart 6rnek Ayirt edici 6zellik

Elipsoid 2?/a® +y? /b + 22 )2 =1 Ug kare de pozitif; kapal.

Tek kanath hiperboloid 22 /a? +y? /b — 22/ =1 Bir eksi; eksi isaretli eksen
boyunca tek parca.

Cift kanatli hiperboloid —z%/a® —y?/b? + 22 /c* =1 Iki eksi; art1 isaretli eksende
iki parga.

Eliptik koni 22/c? = 2% /a® + y?/b? Sifir seviyesi; iki kanat tepe
noktasinda birlesir.

Eliptik paraboloid z=ax%/a® +y?/b? Yatay kesit elips; dikey kesit
parabol.

Hiperbolik paraboloid z=1z2/a® — y?/b? Eyer; iki ana dogrultuda ters
bukilme.
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2

z:az2+y2 Z=x —y2

Eliptik paraboloid ve hiperbolik paraboloid: kesitlerin isareti ytizeyin bicimini belirler.

Eksenleri ezberleme

Once denklemi standart bigime getir. Eksi isaretli ya da tek basina kalan degisken degi-
sirse ylizeyin ekseni de degisir; ylizey adin1 yalnizca > eksenine bakarak secme.

17 Fotograflardan ek analitik geometri ¢coziimleri

Ornek 2.11 | Dogruya dik diizlem

P =(2,3,5) noktasindan gecen, (z —1)/4 = (y — 2)/(—1) = (2 + 1) /6 dogrusuna dik diizlemi
bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261002-WA®024 . jpg
J

1. Dogrunun yoniu (4, —1, 6), istenen duzlemin normalidir. 4(z —2) — (y — 3) + 6(z — 5) = 0.

2. Denklem 4z — y + 6z — 35 = 0. P yi yerine koyunca sifir, dogru yoniiyle normalin para-
lelligi ise dikligi dogrular.

Ornek 2.12 | Ayni yontemin ikinci 6rnegi

A =(2,3,-5) noktasindan gecen, normali (7,3,4) olan duizlemi yaziniz.

Ders fotografindan | IMG-20261002-WA2020. jpg

1. 7(x —2)+3(y—3)+4(2+5) =0.

2. Sonug 7z + 3y + 4z — 3 = 0. Ugiincii koordinat -5 oldugu i¢in parantezde z+5 gelir.
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Ornek 2.13 | Tahtadaki ikinci kesisim érnegi

(x—1)/2=(y—1)/(—1) = z/3 dogrusu ile 2z + 3y + z + 11 = 0 dlizleminin kesigimi nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261002-WA2026. jpg

1. x =1+2t,y =1—1t,2 = 3t. Yerine koyunca 2 + 4t + 3 — 3t + 3t + 11 = 0, yani 4¢ + 16 = 0.

2. t=-4, kesigsim (—7,5,—12). Kontrol —14 + 15 — 12 4+ 11 = 0.

Ornek 2.14 | iki diizlemin arakesiti: tahta 6rnegi

r+y+z=3vexr—y+ 2z =1duzlemlerinin arakesitini bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261002-WA2026. jpg

1. Cikarinca y =1. z =0 secilirse x =2; nokta (2,1,0). Normal ¢arpimi (2,0,-2), esdeger yon
(1,0,-1).

2. Dogru (z,y,2) = (2,1,0) +¢(1,0,—1). Her iki diizlem denklemine de tiim t ler i¢in uyar.

J

Ornek 2.15 | Defterdeki ikinci kiire

22 +y? + 2% — 22 — 4y — 62 — 2 = 0 kiiresinin merkezi ve yarigcapini bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WA2028. jpg
J

1. (z—1)2+ (y—2)%+ (2 — 3)? = 16.

2. Merkez (1,2,3), yaricap 4. Tam kareler acildiginda sabit 14, sagdan tasinan 16 ile -2
elde edilmesi kontrol saglar.

18 Kesitlerle ¢cizim: adim adim

1. Otelemeler varsa X =z —a,Y =y — b, Z = z — c ile merkezi veya tepeyi belirle.

N

. x =0,y =0,z = 0 Kesitlerini al; elips, hiperbol veya parabol olup olmadigini incele.

w

. z = k gibi paralel kesitlerde boyutun nasil degistigini bul.

4. Simetriyi, eksen kesisimlerini ve varsa bos kesitleri isaretle.

Fotograflar + mufredat | 8 Kasim 2026 16



MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

Ornek 2.16 | iki yiizeyin kesitlerini karsilastir

2?2+ y% — 22 = 1ve 22 — 22 — y? = 1 neden farklidir?

Pekistirme

1. flkinde z = k icin 22 + 4?2 = 1 + k2. Her k icin ¢cember vardir; en dar kesit z = 0
duzlemindedir. Tek kanatli hiperboloid.

2. Ikincide 22 + y? = k — 1. |k| < 1 icin Kesit yok; k = +1 i¢in bir nokta, digarida cember
vardir. Cift kanath hiperboloid.

Ornek 2.17 | Pekistirme: yiizeyi tani

z = 4 — x? — y? ylizeyinin tepesini, agilma yoniinii ve » = 0 kesitini bulunuz.

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. Tepe (0,0, 4), karelerin katsayilar1 negatif oldugundan asag: agilan eliptik paraboloid.

2. z = 0 kesiti 22 + 32 = 4, yaricap1 2 olan cember. » > 4 icin kesit yoktur.
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Kisim III

Vektor fonksiyonlari, egriler ve hareket

19 Vektor degerli fonksiyon ve tanim kiimesi

Bir gergek parametreyi bir vektore gonderen fonksiyon r : 7 — R3 bicimindedir. r(t) =
(z(t),y(t), z(t)) konum vektorinin ucu bir uzay egrisi ¢izer. Parametre zaman olabilir; ancak
her parametrizasyon fiziksel zaman degildir. Tanim kiimesi, U¢ bilesenin tanim kiimelerinin
kesisimidir.

Ornek 3.1 | Defterdeki tanim kiimesi érnegi

F(t) = (t+ 1,In(1 — ¢), V4 — ¢?) icin tanim kiimesini bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ016. jpg

1. Ilk bilegen tiim gercek sayilarda tanimlidir. Logaritma igin 1—¢ > 0, yanit < 1. Karekok
icin —2 <t <2.

2. Kosullar1 birlikte saglamak gerekir: I = [—2, 1). —2 kabul edilir, ¢tinkt kok sifir olabilir;
1 kabul edilmez, ¢iinkii logaritma argiimani sifir olamaz.

Vektor fonksiyonlarinda toplama, skalerle carpma, skaler ve vektorel carpim her t aninda uy-
gulanir. Skaler carpimin ¢iktisi gercek sayili bir fonksiyon; vektdrel ¢carpimin ¢iktisi yeniden
vektor fonksiyonudur.

Ornek 3.2 | Vektor fonksiyonlariyla islemler

F = (t,t>,t3), G = (1 — t,1 + t2,t). Toplami, skaler ve vektorel carpimi bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@017. jpg

1. F+G = (1,1+22, 3 4 t).

2.F- G=t(1—t)+2(1 + %) +t* =t + 2%

3. Fx G = (—t5,t3 —t* —2,t 4 2t3 — t?). Her bilesen determinant acilimindan gelir.

20 Limit ve suireklilik bilesenlere ayrilir

limr(t) = (L1, Lo, Ly) <= lima(t) = Ly, limy(t) = Lo, lim 2(t) = Ls.

t—to
Bu egdegerlik sonlu boyutta normla yakinsamanin koordinat yakinsamasiyla ayni olmasin-
dan gelir. Sureklilik i¢in fonksiyonun noktada taniml olmasi, limitin var olmasi ve limitin o
noktadaki degere esit olmasi gerekir. Tek bilesendeki bir sigrama buitiin vektor fonksiyonunu
sureksiz yapar.
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Ornek 3.3 | Defterdeki limit islemleri

F(t) = (sint,cost, 1+t), G(t) = (cos 2t,sin 3¢, ¢! +1) icin t sifira giderken skaler ve vektdrel
carpim limitlerini bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@@19. jpg

Adim adim ¢oziim

1. F— (0,1,1), G — (1,0,2).

2. Skaler ¢arpim limiti (0,1,1) - (1,0,2) = 2. Vektorel ¢arpim limiti (0,1,1) x (1,0,2) =
(2,1,-1).

Ornek 3.4 | Tam kisim igeren siireklilik

F(t) = (|t| + 1,¢[t],2 + t?) fonksiyonu 0 ve 1 noktalarinda stirekli midir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@@19. jpg

Adim adim ¢oziim

1. Ilk ve tigiincii bilesen her yerde siireklidir. Ikinci bilesen 0 yakininda solda —t, sagda
0 olur; iki yandan limit 0, deger de 0. Dolayisiyla 0 noktasinda sureklidir.

2. 1 yakininda solda ikinci bilesen 0, sagda t olur. Limitler 0 ve 1 oldugundan 1 nokta-
sinda sureksizdir.

S

21 Egriyi, izini ve yoniini ayirt etmek

Parametrik denklemlerden t yok edilerek egrinin hangi ytizeylerin tizerinde bulundugu anla-
silir. Ancak parametreyi yok etmek yonu ve kag kez dolasildigini kaybettirir. Ayni geometrik
iz farkli parametrizasyonlarla farkh hizlarda ve ters yonlerde taranabilir.

Ornek 3.5 | Cember ve helis

r(t) = (acost,asint,0) ile h(t) = (cost,sint, 3t) egrilerini yorumlayiniz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ022. jpg

Adim adim ¢oziim

1. Tlkinde 2 + 42 = 4%, 2z = 0. a > 0 ve 0 < ¢ < 2r icin pozitif z yoniinden bakildiginda
cember saat yonunun tersine bir tur taranir.

2. Ikincide 22 + y? = 1; yiikseklik t ile artar. Bir turda t, 2r artar ve yiikseklik 67 degisir.
Bu egri bir helistir.

Bir parametrizasyon surekli, parcal tirevlenebilir olabilir. Diizgunlik i¢in ilgili aralikta ti-
revin surekli ve r/(¢) # 0 olmasi istenir. Turevin sifir oldugu bir parametrizasyon noktasinda
standart birim teget formulu dogrudan uygulanmaz; egrinin geometrisi ayrica incelenir.

Xe]
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Ornek 3.6 | Parcali diizgiin egri

r(t) = (acost,a|sint|,0), —27 < t < 27, a > 0 i¢in duzgunlik nasildir?

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@@38. jpg

1. sint igaret degistirdiginde mutlak degerin tirevi degisir. ¢ = k7 noktalarinda tek ta-
rafli teget vektorler uyusmaz; verilen parametrizasyon diizgiin degildir.

2. Aradaki acik araliklarda tirev vardir ve normu a olur. Dolayisiyla sonlu sayida par-
caya ayrilarak parcali diizgiin kabul edilir. iz iist yarim ¢cemberdir; birden fazla kez
taranir.

S

22 Tiirev, teget dogrusu ve ¢carpim kurallar

Ar/At, iki konum arasindaki kirigin zamana oramdir. Limitte anlik degisim vektorune do-
nusur. r/(ty) # 0 ise bu vektor egrinin o noktadaki teget yonudur. Teget dogrusu yeni bir
parametreyle q(s) = r(ty) + sr/(to) olarak yazilir.

ro(t) = lim " ZEO ) ) i),

(¢pF)1 = ¢/F + QF/,
(F-G/=F-G+F-Gy,
(FxG)/=FxG+FxGr.

Ornek 3.7 | Dersteki temel tiirevier

F(t) = (t,t2,t%) ve G(t) = (tInt — t, !, e ?) tlirevlerini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261023-WA@®@58. jpg

J

1. Bilesenler ayri tiirevlenir: F/ = (1, 2t, 3t2).

2. Ikinci fonksiyonun ilk bileseninde carpim kurali (tIn¢ —t)s = Int + 1 — 1 = In ¢ verir.
G/ = (Int,e!, —e7 "), t > 0.

Ornek 3.8 | Zincir kurali iceren vektor tiirevi

F(t) = (arcsin(4t), —3 arctan(2t — 1), 7In(3¢2)) tiirevini bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261023-WAQ058. jpg
J

1. Ilk bilegenin tiirevi 4/+/1 — 16¢2; ikincinin tiirevi —6/[1 + (2t — 1)?].

2. Uctinci bilesen 7(6t)/(3t%) = 14/t. Tiirev formiillerinin ortak gegerlilik aralif1 —1/4 <
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t < 1/4,t # 0. Fonksiyon uglarda taniml olsa da bu tiirevler uclarda sonlu degildir. J

Ornek 3.9 | Tahtadaki 6zdesligin kaniti

[E(t) x Fr(t)]r = F(t) x Fr(t) oldugunu gosteriniz.
Ders fotografindan | IMG-20261023-WA@®@58. jpg

J

1. Carpim kural sol tarafi 7 x ¥/ + F x F// yapar.

2. Bir vektoriin kendisiyle vektorel carpimu sifirdir. Ik terim silinince istenen 6zdeglik
kalir.

23 Vektor fonksiyonlarinin integrali

Integral de bilesen bilesen hesaplanir. Belirsiz integralde sabit bir vektor C = (C, Co, Cs)
eklenir. Tek bir skaler sabiti biitiin bilesenlere zorunlu olarak ayni eklemek genel ¢ozimiu
daraltir. Baglangic kosulu varsa ¢ sabit ayr1 ayri belirlenir.

/br(t)dt: (/bx(t)dt,/by(t)da/bz(t) dt>.

r/(t) = (2t, €%, 4sin 2t), r(0) = (2,1, —2). Konumu bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@0@37. jpg

1. Integral r(t) = (t2 + C1, €% /3 + Ca, —20s 2t + C3).

2. Baslangigtan €y = 2,Cs = 2/3,C5 = 0. Dolayisiyla r(t) = (2 + 2, (€3t + 2)/3, —2 cos 2t).

Ornek 3.11 | Dersteki belirli integral iigliisii

f01(4t3, 3,2(t +1))dt, [2(6 — 6t,3v/1,4/t2)dt ve fl/:;él(sin t, 1+ cost, sec? t)dt hesaplayiniz.

Ders fotografindan | IMG-20261023-WA@®@58. jpg

1. Ilkinde ilkel fonksiyon (#*, 3¢, 2 + 2t). Sonug (1, 3, 3).

2. Ikincide ilkel fonksiyon (6t — 3t2, 2t3/2, —4/t). Sonug (—3,4v/2 — 2,2).

3. Uclinciide siniis tek fonksiyon oldugundan ilk bilesen 0. ikinci =/2 + /2, {iglincii
tan(w/4) — tan(—m=/4) = 2.
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24 Yay uzunlugu ve yay parametresi

Kucuk bir zaman araliginda alinan yol yaklasik ||r/(¢)||d¢t olur. Bu parcalari toplamak integrali
verir. Normun integralini almak gerekir; integralin normu genellikle yer degistirmedir ve yol
uzunlugundan kugcuk olabilir. Egri tekrar taranirsa integral tekrar gidilen yolu da sayar.

b t
L= [Ield. s = [ Il G = e

Ornek 3.12 | Dersteki 5-12-13 helisi

r(t) = (5cost,5sint, 12¢t), 0 < t < 27, uzunlugunu bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@039. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. x7 = (—5sint,5co0st, 12); norm V25sin’t + 25cos2 ¢ + 144 = 13.

o I = 02” 13dt = 26w. Bu aralikta s = 13t oldugundan yay parametreli bi¢im
(5cos(s/13),5sin(s/13),12s/13), 0 < s < 267.

25 Frenet catisi: teget, normal, binormal

Birim teget T hareket yonuinu gosterir. T yon degistiriyorsa tirevi tegete diktir; birimlestiri-
lince asal normal N elde edilir. B =T x N egrinin anlik donme diizlemine diktir. Bu ugli sag
elli ortonormal bir ¢atidir.

r/ T/ X’ xrn
T=—, N=—. B=TxN=——.
[[x7]] [T/ [[x7 > x|

Gecerlilik kosulu

T icin hiz sifir olmamalidir. N ve B i¢in ayrica egrilik sifir olmamalidir. Diiz bir dogruda
normal ve binormal bu formiillerle tek olarak belirlenmez.

Ornek 3.13 | Cemberin Frenet catisi

r(t) = (cost,sint¢,0) icin T, N, B nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@@34. jpg

Adim adim ¢oziim

1. ¥/ = (—sint,cost,0) normu 1 oldugundan T = (- sin¢, cos¢,0).

2. Tr = (—cost,—sint,0) normuda 1: N = (— cost, —sint, 0).

3. Carpim B = (0,0, 1). Normal merkeze yonelir; binormal sabittir.
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Ornek 3.14 | Dersteki uzay egrisinin Frenet iigliisii

r(t) = (e!,e~*,v/2t) i¢in t = 0 anindaki ¢atiy1 bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@040. jpg

1. v(0) = (1,—1,+/2), normu 2; a(0) = (1, 1,0). Dolayisiyla T(0) = (1, —1,+/2)/2.

2. v(0) - a(0) = 0, siiratin tiirevi o anda 0. T7(0) = a(0)/2; normu 1//2. Boylece N(0) =
(1,1,0)//2.

3. B(0) = (—1/2,1/2,1/4/2). Ug vektoriin normlari 1 ve ikili skaler ¢carpimlari sifirdir.

Uzay egrisi Uzerinde T teget, N merkeze dénme yond, B ise ikisine dik yonu gosterir.

26 Egrilik ve egrilik yaricapi

Egrilik, birim uzunluk basina teget yontinin ne kadar degistigidir. Parametre daha hizh iler-
ledigi icin teget daha hizli degisebilir; bunu fiziksel hizdan ayirmak icin dT/dt, ds/dt ile bolu-
nur. Bir cemberde egrilik yaricapin tersidir.

o= |

Diizlemde y = f(z) grafigi i¢in r(z) = (z, f(x),0) secilirse x = |fr(x)|/[1 + (f1(z))?>/2. Mut-
lak deger egriligin negatif olmamasini saglar. Birim yay uzunluguyla parametrelendirilmis
egride ||dr/ds|| = 1 ve k = ||d?r/ds?|.

g
ds

|'T/ (1) lxr x x| 1

- - ) p=-
/(2| (]| K
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Ornek 3.15 | Genel helisin egriligi

r(t) = (acost,asint,bt), a > 0, icin egrilik nedir?

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. ||er|| = Va2 + b2. 11 x ¥/ = (absint, —abcost, a?), normu av/a? + b2.

2. k=a/(a®> +b?), p = (a® + b?)/a. b = 0 olursa gember sonucu 1/a elde edilir.

Ek bilgi: egrinin uzayda donme diizleminin degisimini burulma o6lcer. Yeterince tiirevlene-
bilir ve ¥/ x r7 # 0 iken 7 = [(x7 x ¥n) - v/ |x7 x vr|?. Bu mufredatta temel hedef egriliktir;
burulma tamamlayicidir.

27 Hiz vektoru, surat ve ivme

Hiz v = rs vektordiir; siirat v = ||v|| say1dir. lvme a = v/, hem siiratin hem yoniin degismesini

icerir. Sabit stirat sifir ivme demek degildir: gembersel harekette yon degisir. v-a = 3(v?)/

oldugundan hiz ve ivmenin dikligi o anda siratin tirevinin sifir olmasiyla iligkilidir.

Ornek 3.16 | Tahtadaki hareket érnegi

r(t) = (5cost,5sint, 6¢2). Hiz, ivme ve bunlarin dik oldugu an1 bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@@36. jpg
)

1. v=(-5sint,5c0st,12t), a = (—5cost, —5sint, 12).

2. V-a=25sintcost — 25sintcost + 144t = 144¢t. Yalnizca ¢+ = 0 aninda diktirler.

Ornek 3.17 | Ustel ve trigonometrik hareket

r(t) = (e % 2cos 3t,2sin 3t). t = 0 aninda hiz, ivme biiyiiklikleri ve birim tegeti bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@036. jpg
J

1. v=(—e! —6sin3t,6cos 3t),a = (e~!, —18 cos 3¢, —18 sin 3t).
2. v(0) = (=1,0,6), [[v(0)|| = v/37; a(0) = (1,~18,0), [a(0)]| = v/325 = 5V/13.

3. T(0) = (—1,0,6)//37. Vektori biiytkligiiyle karigtirmamak i¢in sonucun tiirini kont-
rol et.
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28 Fotograflardan ek egri ve tiirev cozimleri

Ornek 3.18 | Parametrik egrinin tiirii

r(t) = (2+ 3t,4 + 5t,6 + 4t) egrisinin turunu bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA@021. jpg

Adim adim ¢oziim

1. r(t) = (2,4,6) + t(3,5,4); sabit dogrultuda bir dogrudur.

2. Simetrik bicim (z — 2)/3 = (y — 4)/5 = (z — 6)/4.

Ornek 3.19 | Kapal egri ve ug tegetler

r(t) = (2 — 4,13 — 4t,0), —2 < t < 2. Basit ve kapali midir?
Ders fotografindan | IMG-20261009-WA®025 . jpg

1. Her iki ug (0,0,0) olur. Farkl t ve s i¢in esit ilk koordinatlar s =-t gerektirir; ikinci ko-
ordinat esitligi 2¢(t> — 4) = 0 verir.

2. Farkl parametrelerle tek tekrar uclarda t =2 ve s =-2 dir; t =0 kendi kendine ayn1 pa-
rametredir. Dolayisiyla basit kapali egridir.

3. r7 = (—4,8,0) ve (4,8,0) uclarda paralel degildir; kapama noktasinda kose vardir. Ve-
rilen parametrizasyon parcali duzgin kapali egri olarak ele alinir.

Ornek 3.20 | Tiirev ve ikinci tiirevin noktadaki degeri

r(t) = (1 — cost,sint,t) i¢cin ¢t = /2 anindaki ilk iki tirevi bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ024 . jpg

)

1. ¥/ = (sint,cost,1), ¥/ = (cost, —sint, 0).

2. Noktadaki degerler (1,0,1) ve (0,-1,0). Teget noktasi (1,1, 7/2), teget dogrusu bu nokta-
dan (1,0,1) yonunde gecer.

Ornek 3.21 | Vektorel carpimin tiirevini iki yoldan almak

U = (t,—t,t2/2), V = (t*/4,t3/3,¢?/2). Carpimin tiirevini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261009-WAQ024 . jpg

Adim adim ¢oziim

1. Once carpim: U x V = (—t3/2 — t°/6,10/8 — t3/2,1*/3 + t°/4).

2. Tirev (—3t2/2 — 5t*/6,3t° /4 — 3t2/2,4t3 /3 + 5t1/4).
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3. Alternatif Ur x V4 U x V7 ayn1 sonucu verir. Orta bilesenin t altinc1 kuvvetinin tirevi
6t°/8 = 3t°/4; defterdeki bu satir sadelestirilerek kontrol edildi.

Ornek 3.22 | Sabit normun tiirevi

r(t) = (acost,asint,0), a>0, icin hizin konuma dik oldugunu kanitlayiniz.

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@036. jpg

1. ¥/ = (—asint,acost,0); konumla ¢arpim —a?sint cost + a?sintcost = 0.

2. Genel gerekce: r - r = o2 sabit oldugundan tiirevi 2r - r/ = 0.

29 Ivmenin tegetsel ve normal bilesenleri

v = vT ifadesinin tiirevi alinirsa ivmenin bir kismi stirati, diger kismi yonu degistirir. Normal
bilesen, egriligin ve suiratin karesinin carpimidir. Tegetsel katsay1 negatif olabilir; normal
katsay1 negatif degildir.

dv v-a v x all
a="T+r®N -2 -
e 7 I A 7]

Ornek 3.23 | Dairesel harekette ivme

r(t) = (acoswt,asinwt,0), a > 0,w # 0 i¢in ar, ay nedir?

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. Surat a|w| sabit oldugundan ay = 0. Egrilik 1/a.

2. ay = (1/a)(a*w?) = aw?. Ivme tamamen iceriye yonelir; siirat sabit olmasina ragmen
sifir degildir.

1. Once tiirevlerle hiz ve ivmeyi bul; sonra norm al.
2. Frenet catisi istenirse her vektorun birim ve digerlerine dik oldugunu kontrol et.
3. Yay uzunlugunda integralin i¢ine norm, egrilikte normun kiptinu yaz.

4. Normal ve binormal i¢in sifir egrilik olasilifini kontrol et.
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Kisim IV

Cok degiskenli fonksiyonlar, limit ve
siireklilik

30 Birden fazla girdiye sahip fonksiyon

f : D C R? — R fonksiyonu her (z,y) noktasina bir say1 atar. Grafik » = f(z,y) uzayda
bir yiizeydir; tanim kiimesi ise zy diizlemindedir. Ornegin A(a, k) = ah/2 liggen alani iki de-
giskenlidir; V (z,y,h) = zyh kutu hacmi ti¢ degiskenlidir. U¢ degiskenli skaler fonksiyonun
grafigi dort boyutlu olur; seviye ylzeyleriyle gorsellestirilir.

Tanim kimesi D, fonksiyonun gercek deger almasini saglayan biitin girdilerdir. Gorunti
kumesi f(D) ise gercekten ulasilabilen ¢iktilardir. Bir ifadede birden fazla kisit varsa hepsi
ayni anda saglanmalidir.

1. Karekok ici en az 0 olmalu.
2. Logaritma ici kesinlikle pozitif olmali.
3. Payda sifir olamaz.

4. arcsinwu ve arccosu igin —1 < wu < 1.

31 Dersteki tanim bodlgesi 6rnekleri

Ornek 4.1 | Disk ve egik serit

f(z,y) = /64 — 22 — y? ve g(z,y) = arccos(x — y) i¢in tanim ve gorunti kimelerini bulu-
nuz.

Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@@41. jpg

J

1. Tlkinde 22+ 32 < 64: merkezi orijin, yaricapi 8 olan kapal disk. Ciktilar [0, 8]; grafik iist
yarim kuredir.

2. Tkincide -1 <z —y < 1,yaniz — 1 < y < z + 1. Sinur dogrular1 dahil bir serit. Goriintii
[0, 7).
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Ornek 4.2 | Kok ve logaritmayi birlikte ele almak

f(z,y) = /zy + log(1 — 22 — y?) fonksiyonunun tanim boélgesini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261015-WAQ0@42. jpg

Adim adim ¢oziim

1. zy > 0 ve 22 + y? < 1 birlikte gerekli.

2. Bolge acik birim diskin birinci ve tiginct bolgelerde kalan parcalari ile disk i¢indeki
eksen parcalaridir. Eksenler dahildir; cember dahil degildir.

Ornek 4.3 | isaret ayirnmi gerektiren kék

flx,y) = ay — 2t + zy ve g(x,y) = /22 — y + 2% + »? + 1 tanim bolgelerini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@53. jpg

1. Tlkinde z(y — %) > 0.2 > 0 iken y > %, = < 0 iken y < 2%; = = 0 iken her y gecerlidir.
Sonug {z > 0,y > 2®} U {zr < 0,y < 23} U {z = 0}.

2. Ikincide y < 2. Parabol ve alt1 dahildir. Ilk soruda x ile bélmeden 6nce x isareti ayril-
mazsa bolgenin yarisi kaybolur.

Ornek 4.4 | Her yerde tanimli logaritma

In(z? + y? + 4) i¢in tanim kiimesi nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@0@53. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. 22 + y? +4 > 4 > 0 her noktada dogrudur. Dolayisiyla tanim kiimesi R2.

2. Logaritma artan oldugundan goruntu kiimesi [In 4, co).

32 Seviye egrileri ve seviye yuzeyleri

f(z,y) = ¢ denklemi aynm fonksiyon degerine sahip girdileri birlestirir. Haritadaki es yuk-
seklik egrileri buna ornektir. Seviye egrisi xy diizlemindedir; ylizey Gizerinde =z = ¢ kesitinin
duzleme izdistimu olarak dusunulebilir. F(x,y, z) = cise U¢ boyutlu uzayda bir seviye ylize-
yidir.
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Ornek 4.5 | Paraboloidin seviye egrileri

f(x,y) = 22 + 42 igin ¢ = 0, 1, 4 seviyelerini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261015-WA@0@42. jpg

Adim adim ¢oziim

1. ¢ = 0 i¢in yalnizca orijin, ¢ = 1 i¢in yarigap1 1 cember, ¢ = 4 i¢in yarigap1 2 ¢cember
vardir.

2. ¢ < 0 icin seviye kiimesi bostur. Yiizey z = 22 + y? yukar1 acilan paraboloiddir.

z=x%+ 9 Seviye: 22 +y? =c

dh
N

Ayni yuzey hem Ug¢ boyutlu grafik hem iki boyutlu seviye egrileriyle okunabilir.

33 Komsuluk ve limitin tam anlami

(a,b) merkezli, yaricapi ¢ olan acik disk bir komguluktur. Limit taniminda merkez nokta disa-
rida birakilir. Yaklagim yalnizca tanim kiimesindeki noktalardan yapilir. (a,b), bu kiimenin
bir yig1lma noktasi olmalhdir.

( 1)111} b)f(x,y):L = Ve>030>0: 0</(z—a)?+(@y—02<6 = |flx,y)— L| <e.
x,y)—(a,

Burada tek bir 4, izin verilen biitiin yaklagim yonlerini ayn1 anda kontrol etmelidir. Bu ne-

denle iki eksen uzerinde ayni sonucu bulmak limitin varligini kanitlamaz. Buna karsilik iki
farkli yol tizerinde farkli sonu¢ bulmak limitin yoklugunu kanitlamaya yeter.

Dogru testi tek basina yeterli degildir

Bitun y = mz dogrulari ayni sonucu verse bile bir parabolda bagka sonug ¢ikabilir. Varhik
icin stireklilik, cebirsel donisim veya tim yonler i¢in gecerli bir tist sinir kullan.
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34 Siureklilik ve dogrudan yerine koyma

Bir fonksiyon noktada tanimlhiysa ve limiti degerine esitse o noktada stireklidir. Polinomlar
her yerde, rasyonel fonksiyonlar paydalar: sifir olmayan yerde stireklidir. Stirekli fonksiyon-
larin uygun bilegkeleri de sureklidir. Bu kurallar uygunsa en kisa ¢6zim dogrudan yerine
koymaktir.

Ornek 4.6 | Polinom limiti

P(z,y) = 52%y? + 4ay® — 8zy? + 3 i¢in (z,y) — (1,2) limitini bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@53. jpg

Adim adim ¢oziim

1. Polinom her yerde streklidir; limit P(1, 2).

2.5-1-4+4+4-1-8—-8-1-44+3=20+32—-32+3 =23

Ornek 4.7 | Dersin kisa limitleri

1im(m7y)_>(070)(2$2 + y2 + 1)/(.772 + y2 + 3), lim(m,y)_)((),lng) e’ Y, lim(%y)_,(l’o) x sin y/(x2 +1)
nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@53. jpg

Adim adim ¢oziim
1. Ik payda 3 olur; limit 1/3.
2. Ikinci ifade siireklidir: e~"2 = 1/2,

3. Ugiincii payda 2 ve siniis sifir olur; limit 0.

35 Belirsizlikte cebir ve standart limitler

Ornek 4.8 | Eslenikle sadelestirme

lim, ) (0,0)[2 — vy + 4]/ (zy) hesaplayimniz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@0@53. jpg

Adim adim ¢6ziim

|

1. ifade kendi tanim kiimesinde zy # 0 kosuluyla incelenir. Eglenikle ¢carpinca pay 4 —
(zy +4) = —xy.

2. Yakinda —1/[2 + /zy + 4] ile ayn1 olur. Bu surekli ifadenin limiti —1/4. Fonksiyonun
eksenlerde tanimsiz olmasi limit almay1 engellemez.
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Ornek 4.9 | Siniis iceren limitler

lim,, ) (0,0) Sin(zy) /= ve lim, ,y_, 0y €Y sinz/x hesaplayiniz.

Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@056. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. 1lk ifade, uygun noktalarda y[sin(zy)/(xy)] olur. Standart sinu/u — 1 limiti ve y — 0
ile sonug 0. Dogrudan |sin(zy)/z| < |y| sinir1 da ayni sonucu verir.

2. Ikincide e¥ — 1 ve sinz/x — 1; sonug 1. Her iki limitte yaklagim fonksiyonun taniml
oldugu noktalar tizerindendir.

\

36 Iki farkl yolla limitin yoklugu

Ornek 4.10 | Dogruya baglh sonug

f(z,y) = 2zy/(x? + y?) icin orijindeki limiti inceleyiniz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@58. jpg

Adim adim ¢oziim
1. y = 0 yolunda deger 0; y = = yolunda, = # 0 i¢in deger 1.

2. Iki yol ayn1 noktaya gider fakat sonuclar farklidir. Dolayisiyla limit yoktur. Genel y =
ma yolunda 2m/(1 + m?) gikar.

.

Ornek 4.11 | Parabol yoluyla limitin yoklugu

f(z,y) = (z* — y?)/(2* + »?) igin orijindeki limiti inceleyiniz.

Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@056. jpg

Adim adim ¢6ziim

1. y = 0 boyunca deger 1; y = =2 boyunca deger 0. Iki sonug farkli, limit yok.

2. Genel y = az? yolunda (1 — a?)/(1 + a?) ¢ikar. Bu 6rnek, paydadaki dereceleri eslesti-
rerek uygun yol secmeyi 6gretir.

Ornek 4.12 | iki baska karsi 6rnek

(x —y)/(x+1y), x/\/ 22+ 32 ve (22 + y?)/y? orijinde limite sahip midir?
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA®054 . jpg

J

1. Ilkinde y = 0 yolu 1, = 0 yolu -1 verir. Ikinci ifadede pozitif x ekseni 1, negatif x
ekseni -1 verir. Ikisinin de limiti yoktur.
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2. Uglinciide y sifir olamaz; y = « yolunda 2, y = 2z yolunda 5/4 ¢ikar. Bu limit de yoktur.
Tanimsiz yollari test yolu olarak secme.

37 Kutupsal koordinatlar ve sikistirma

Orijine yaklasirken » = rcosf,y = rsin6, r — 0" donisiimui yararhdir. Ancak sabit bir ac1
secmek yalnizca bir 151n1 test eder. Limitin varhigini gostermek icin 6 ne olursa olsun sifira
giden bir sinir bulunmalidir. Ornegin |r cos 6 sin? 4| < r esitsizligi boyle bir sinirdar.

Ornek 4.13 | Dersteki parcali fonksiyonun siirekliligi

f(z,y) = sin(xy?)/(2? + y?) orijin disinda, £(0,0) = 0 olsun. Her yerde siirekli oldugunu
gosteriniz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@0@54. jpg

1. Orijin disinda payda sifir degildir, dolayisiyla suireklidir. Orijinde |sinu| < |u| kulla-
nilir.

2. |f(z,9)| < |z|y?/(2? + y?) < |z| < /22 + y2 — 0. Boylece limit 0 olur ve atanmig degere
esittir.

3. Kutupsal yazim da sinir1 r| cos | sin § < r yapar. Bu tiim agilar icin gegerli oldugu icin
kanittir.

_y:x
—y = 2
_y:

Ayni noktaya farkl yollarla yaklasihr. Limitin varligi buttun bu yollari ayni anda kapsar.

38 Limit icin uygulanabilir karar sirasi

1. Once tanim kiimesini ve noktanin yigi1lma noktasi olup olmadigini kontrol et.

2. Sureklilik uygunsa yerine koy. Belirsizlik varsa eglenik veya carpanlara ayirma dene.
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3. Yokluk stiphesinde iki uygun yol se¢; farkli sonu¢ bulunca kanit tamamdir.
4. Varlik stiphesinde sikistirma veya agidan bagimsiz bir kutupsal st sinir kur.

5. Parcali tanimda bulunan limiti atanmis nokta degeriyle karsilastir.

Ornek 4.14 | Biitiin dogrularin ayni sonucu vermesi yetmez

f(z,y) = 2%y/(z* + y?) orijinde limite sahip midir?

Pekistirme

1. y = max ve sabit m # 0 igin f = ma/(2? + m?) — 0. m = 0 ve dikey eksen de 0 verir.

2. Fakat y = 2 boyunca f = 1/2. Bu nedenle limit yoktur. Biittin dogrularin kontrol
edilmesi bile genel limit icin yeterli degildir.
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KisimV

Kismi tiirev, teget diizlem ve lineer
yaklasim

39 Kismi tiirev: tek yondeki degisim

iki degiskenli bir fonksiyonda x degisirken y sabit tutulursa tek degiskenli bir kesit elde edilir.
Bu Kesitin tiirevi f, olur. Benzer bicimde y degisirken x sabit tutularak f, bulunur. Sabit tut-
mak, diger degiskeni sifir yapmak demek degildir; tiirev sirasinda katsayi gibi davranmasini
saglamaktir.

3 h’b B ab . ,b h) — ,b
ol ) =ty OO ZIOD g gy g S0 2T 0)

Ornek 5.1 | Dersteki temel kismi tiirev

f(z,y) = x?y3 + 3z icin birinci kismi tiirevleri bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@55. jpg

Adim adim ¢oziim
1. x yontnde y sabittir: f, = 2zy® + 3. y yoniinde x sabittir: f, = 3z%y°.

2. Ornegin (1,2) noktasinda f, = 19, f, = 12. Bunlar yiizeyin koordinat kesitlerindeki
egimleridir.

Ornek 5.2 | Limit tanimiyla kismi tiirev

f(z,y) = 22y icin f,(a,b) degerini tanimdan bulunuz.

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. [f(a+ h,b) — f(a,b)]/h = [(a+ h)*b — a2b]/h = 2ab + bh.

2. hsifira giderken f,(a,b) = 2ab elde edilir. Bu, diger degiskeni neden sabit tuttugumuzu
dogrudan gosterir.

40 Yiiksek mertebeli ve karma tuirevier

Birinci kismi tiirevler de fonksiyon oldugundan yeniden tirevlenebilir. Bu notlarda f,, =
(fz),: Once X, sonra y tirevi demektir. Islem sirasini agik yazmak farkli kaynaklardaki goste-
rim karigikligini onler. Karma tiirevler bir komgulukta stirekli ise Clairaut-Schwarz teoremi

fay = fya Verir.

Fotograflar + mufredat | 8 Kasim 2026 34



MUHENDISLIK MATEMATIGI Ders calisma notlari

2 2
fmm:ﬁ facy:a<af>v fyz:a(af>a fyy:ﬂ

Ornek 5.3 | Dersteki rasyonel fonksiyonun ikinci tiirevleri

f(z,y) = 2y/ (2% + v?), (z,y) # (0,0) icin ikinci kismi tiirevleri bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261022-WA@®@55. jpg

1. S = 2? + y? kisaltmasiyla bolim kuralindan f, = y(y* — 2%)/52, f, = z(2? — y*)/S>.

2. fuzicin —2zy/S? — day(y? — 2?)/S? ortak paydada toplamir: f,, = 2zy(z? — 3y?)/S3.
3. Simetriyle f,, = 2zy(y* — 322)/S3. Karma tiirev f,, = (—2* + 622y* — y1)/S3.

4. Orijin diginda turevler sureklidir; f,, = f.,. Orijinde baslangi¢ fonksiyonu taniml
olmadig i¢in bu formiller orijine uygulanmaz.

Teoremin kosullarn

Karma turevlerin esitligini kosulsuz kabul etme. Strekli ikinci kismi turevler yeterli bir
kosuldur; par¢ali tamimh fonksiyonlarda ayr1 kontrol gerekebilir.

41 Turevienebilirlik neden daha gicliidiir?

Kismi turevler iki 6zel yonu olcer. Turevlenebilirlik ise noktanin ¢evresindeki tim kucuk
degisimlerin ayni lineer fonksiyonla ac¢iklanabilmesini ister. Hata, yer degistirmenin uzun-
luguna gore ihmal edilebilir olmalidir. Bu kosul teget diizlemin ytizeyi yerel olarak temsil
etmesini saglar.

R(hk)
N

[z [, bir komgulukta var ve noktada stirekli ise f o noktada tlirevlenebilirdir. Tirevlenebilir-
lik suirekliligi ve kismi tirevlerin varligini gerektirir. Ters yondeki ¢ikarimlar tek basglarina
dogru degildir.

fla+h,b+k)= f(a,b) + fe(a,b)h + fy(a,b)k + R(h, k),

Ornek 5.4 | Kismi tiirevler var, siireklilik yok

f(z,y) = xy/(2* + y?) orijin disinda, £(0,0) = 0 olsun. Orijinde kismi tiirevleri ve tiirevle-
nebilirligi inceleyiniz.

Pekistirme

1. Eksenler boyunca fonksiyon sifirdir. Bu yiizden f,(0,0) = f,(0,0) = 0.

2. y = x boyunca deger 1/2, dolayisiyla fonksiyon orijinde suirekli degildir. Stirekli olma-
yan fonksiyon tiirevlenebilir olamaz.
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42 Teget diizlem ve normal dogru

z = f(z,y) grafiginde P = (a,b, f(a,b)) noktasindaki iki teget yon (1,0, f,) ve (0,1, f,) olur.
Carpimlari (- f,, — fy, 1) normalini verir. Yeterli tirevlenebilirlik kosullar1 altinda bu normal
teget dizlemi belirler.

z = f(a'vb) = fm(avb)(x - a’) + fy(aa b)(y - b)'

Normal dogru: (z,y,z) = (a,b, f(a,b)) + t(—fz(a,b), —f,(a,b),1).

Ornek 5.5 | Teget diizlem ve lineer model

f(z,y) = 2? + 42 icin (1,2, 5) noktasindaki teget diizlemi ve normal dogruyu bulunuz.

Pekistirme

1. f, = 2z, f, = 2y. Noktadaki egimler 2 ve 4. Duzlem z — 5 = 2(x — 1) + 4(y — 2), yani
z=2x+4y — 5.

2. Normal dogru (z,y, z) = (1,2,5) + t(—2,—4,1). Normalin igaretini ters almak ayni dog-
ruyu verir.

Ylzey ile teget dizlem, temas noktasi yakininda ayni birinci mertebe degisimi verir.

43 Lineerlestirme ve yaklasik deger

Lineerlestirme L(x,y), teget diizlemin z degeri olarak okunan afin fonksiyondur. Hesab1 ko-
lay bir merkez secilir; merkezdeki fonksiyon degeri ve tirevler bulunur; hedef noktanin ki-
cuk farklar1 formiile konur. Yaklagimin guvenilirligi, merkeze uzaklik ve ikinci tirevlerin
buyukligune baghdir.

L(z,y) = f(a,0) + fala,b)(x — a) + fy(a,0)(y = b),  f(z,y) = L(z,y).
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Ornek 5.6 | Dersteki iistel fonksiyonun iki lineerlestirmesi

f(z,y) = e~ igin P = (0,0) ve Q = (1,2) merkezlerindeki lineerlestirmeleri bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261105-WA@@38. jpg

1. f, = —e?7%, f, = 2¢%~* P merkezinde Lp = 1 — z + 2.

2. Q merkezinde f = ¢, f, = —€3, f, = 2¢%. Buylizden Lg = €3 — e3(z — 1) + 2e3(y — 2) =
e3(2y —x — 2).

3. Her model kendi merkezinin yakininda kullanilir. Ornegin f(0.01,0.02) = ¢%%% ~ 1.03;
bu hedef P merkezine yakindir.

Ornek 5.7 | Karekokiin yaklasik degeri

V/(3.01)2 + (3.98)2 ifadesini diferansiyel veya lineer modelle yaklasik hesaplayiniz.

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. f(z,y) = /2% +y%, merkez (3,4), f = 5. f, = 3/5, f, =4/5.
2. h=0.01,k = —0.02. Yaklasik deger 5 + (3/5)(0.01) + (4/5)(—0.02) = 4.99.

44 Lineer yaklasimin hata siniri

ikinci tiirevler merkezi hedefe baglayan parcay1 iceren bir bélgede siirekli ve |f,.| < M,
|fay| < M, |fyy] < M olsun. Tek degiskenli Taylor teoremi g(¢t) = f(a + th, b+ tk) fonksiyonu-
na uygulanirsa asagidaki givenli ust sinir elde edilir. M yalnizca merkezdeki deger degildir;
butin ilgili bolgede gecerli olmalidir.

M
2

|f(a+h,b+k)— L(a+h,b+ k)| < = (|h| + |k])2.

Ornek 5.8 | Defterdeki hata siniri

f =22+ 32y +2y? +4, merkez (2,1), |z — 2|, |y — 1| < 0.01. Lineerlestirmeyi ve hata sinirin1
bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261022-WAQ060. jpg

1. £(2,1) =16, f2(2,1) =7, f,(2,1) = 10. L = 16 + 7(x — 2) + 10(y — 1) = 7z + 10y — 8.

2. frz =2, fuy = 3, fyy = 4. M =4 secilir; hata en fazla 3(0.01 + 0.01) = 0.0008.

3. Kontrol: gercek kalan h? + 3hk + 2k? olur. Mutlak deger icin daha siki 0.0006 sinir1 da
mumkuindur; dersteki 0.0008 guvenli ve dogrudur.
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Ornek 5.9 | ikinci hata siniri sorusu

f = 2% - 3zy + 2, merkez (1,2), |z — 1|, |y — 2| < 0.1. L ve giivenli hata sinirin1 bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261105-WA@0@38. jpg

1. f(1,2)=—1,fo =—4, fy=1oldugundan L = -1 —4(z — 1) + (y — 2) = -4z +y + L.

2. Ikinci tiirevlerin mutlak degerleri 2,3,2; M =3. Hata < (3/2)(0.1 + 0.1)2 = 0.06.

Ornek 5.10 | Kiigiik bolgede kosiniis hatasi

f(z,y) =1+ x + cosy, merkez (0,0), |z|, |y| < 0.2. L ve hata sinirin1 bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261105-WA@040. jpg

1. £(0,0) =2, f, =1, f,(0,0) = 0. Bylece L = 2 + .

2. fox = foy = 0,]fyy| = |cosy| < 1. Genel smir 0.08 verir; yalniz y yoniindeki gergek
ikinci terim kullanilirsa | f — L| = |cosy — 1| < y?/2 < 0.02.

45 Tam diferansiyel ve gercek artis

Gergek artis Af = f(a + Az, b+ Ay) — f(a,b) tam farktir. Diferansiyel df = f, dz + f, dy bu
farkin lineer kismidir. Yaklasik hesapta dx = Az, dy = Ay alinir; buna ragmen df ve Af genel
olarak esit degildir. U¢ degiskende dw = f,dx + f,dy + f.d=.

Ornek 5.11 | Tahtadaki silindir hacmi degisimi

Yaricapi 3 cm, yuksekligi 10 cm olan silindirde yaricap 0.01 cm artsin, yukseklik 0.1 cm
azalsin. Hacim degisimini yaklasik bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ066 . jpg

1. V = nr2h; dV = 2xrhdr + nr? dh. dr = 0.01,dh = —0.1.

2. dV = 607(0.01) + 97(—0.1) = —0.37 santimetre kip. Baglangi¢c hacmi 907, yeni hacim
yaklasik 89.77.

3. Tam deger 7(3.01)%(9.9) = 89.69499x. Yaklasik ve tam deger arasindaki fark 0.005017;
yuksek mertebeli terimlerden gelir.
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Ornek 5.12 | Silindir icin ikinci ders sorusu

Yaricap 10 cm den 9.9 cm ye, yukseklik 30 cm den 30.3 cm ye degisiyor. Yaklasik hacim
degisimi nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ083. jpg

Adim adim ¢6ziim
1. dr = —0.1,dh = 0.3. dV = 27(10)(30)(—0.1) 4+ 7(100)(0.3) = —307 santimetre kup.

2. Baglangi¢ hacmi 3000, yeni hacim yaklagik 29707. Isaret hacmin azaldigin gosterir.

46 ikinci tam diferansiyel ve Hessian

Bagimsiz dx, dy artiglari sabit kabul edilerek bir kez daha diferansiyel alinir. Karma terim iki
kez geldigi icin katsay1 2 olur. d?f, karesi alinmis df degildir. ikinci mertebe Taylor yaklasi-
minda bu terimin yarisi kullanilir.

1
Pf = faada® + 2fuyddy + frydy®,  flathb+ k)~ f+df +5d°f

dPw = wypda? + wyydy2 +w,,dz? + 2Waydx dy + 2wy dr dz + 2w,.dy dz.

Ornek 5.13 | Tahtadaki polinom diferansiyeli

f =23+ 5zy® + 32y + 4z — 3y + 5 icin df ve ikinci diferansiyeli yaziniz.
Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ@82. jpg

Adim adim ¢oziim
1. f, =322 +5y? + 3y + 4, f, = 102y + 3z — 3. df bu katsayilarla dx ve dy nin toplamidir.

2. fux =62, fry = 10y + 3, f,, = 10x. Dolayisiyla d*f = 6z dz? + 2(10y + 3)dx dy + 10z dy?.

Ornek 5.14 | U¢ degiskenli polinomun diferansiyelleri

w = 3x2yz? — 3zy + 2yz% + 2yz icin birinci ve ikinci diferansiyeli bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ082. jpg
J

1. w, = 6zy2? — 3y + yz, wy = 32222 — 3z + 222 + 22, w, = 62%yz + dyz + 2y. dw = wydx +
wydy + w,dz.

2. Wyp = 6yz2, Wy = U, W0, = 622y + 4y. Karma tiirevler Wy = 6222 —3+ 2, Wy, = 120yz+y,
Wyz = 6222 + 4z + x.

3. Ikinci diferansiyel bu alt1 katsay1 yukaridaki genel formiile yerlestirilerek elde edilir.
Her karma terimin katsayisi 2 ile ¢arpilir.
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47 Turevienebilirlige iliskin hizh kontrol

1. Kismi tiirevde diger girdiyi sabit tut; nokta degerini tiirev aldiktan sonra yerlestir.

2. Karma turevde hangi degiskene Once turev aldigini yaz.

3. Teget diizlem icin ylizeydeki noktanin gercekten grafigin tizerinde oldugunu dogrula.
4. Lineerlestirmede sabit terimi unutma: L merkezde f degerini vermeli.

5. Hata ust sinirinda ikinci tirevleri butiun bolgede sinirla; yalniz merkezde 6lgme.
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Kisim VI

Zincir kurali, yonli tiirev ve gradyan

48 Bagimlilik agaci ve tek parametreli zincir kurali

z = f(z,y)vex = z(t),y = y(t) ise t degisince z iki yoldan etkilenir. Her yol tizerindeki tirevler
carpilir ve yollar toplanir. Once hangi degiskenin hangisine baglh oldugunu cizmek, eksik
terimleri onler. f nin turevleri (z(¢), y(¢)) noktasinda degerlendirilir.

dz  , dx dy dw

E_fza—’—ny’ E—fzx/(t)+fyy/(t)+fzzl(t)'

ikinci formiilde f,zs ifadesi f, 2/ ¢carpimidir; ikinci kismi tiirev f,, ile karistirilmamalidar.
Butin ara degiskenler ayni parametreye baghysa d/dt kullanilir.

Ornek 6.1 | Tahtadaki trigonometrik zincir érnegi

z =22 + 9% o =cost+sint, y = cost — sint. dz/dt nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261105-WA@0@41. jpg

1. 2z, =2z, 2z, = 2y; o/ = —Sint + coSt, y/ = — sint — cos ¢. Zincir toplami 0 olur.

2. Dogrudan kontrol: (cost + sint)? + (cost — sint)? = 2. Sabit fonksiyonun tiirevi 0.

Ornek 6.2 | Carpanh fonksiyonda zincir kurali

z = zy, x = COSt,y = sint¢. dz/dt yi bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261105-WA@041. jpg

1. 2, =y, 2, = z. Boylece 2/ = sin¢(—sint) + costcost = cos* ¢ — sin?¢.

2. Dogrudan z = 3 sin 2t tirevi de cos 2¢, ayn1 sonugtur.

49 ikiyeni degiskene bagh zincir kurali

z = f(x(u,v),y(u,v)) oldugunda u ve v bagimsiz yeni degiskenlerdir. u ya gore turev alirken
v sabit tutulur. Ayni dis fonksiyonun farkl i¢ yollar: katki verir. Daha ¢ok ara degisken varsa
her biri icin bir terim eklenir.

0 0
Bu formiullerde f,x,, f. z, ¢carpimidir. Matris bi¢cimi D(fog) = Df(g)Dg ile ayn1 diizeni ifade
eder. Carpim sirasi, once i¢ degiskenlerin degisimi sonra dig fonksiyonun etkisi uygulanacak

bicimdedir.
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Ornek 6.3 | Tahtadaki logaritma 6rnegi

z =1In(z? +9?), x = e*cos v,y = e* sinw. z,, z, nedir?
Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ074. jpg

1. fJL‘ = 2$/(I2 +y2)) fy = 2y/($2 +y2) Ty =Ty3Yuy =Y, Ty = —Y,Yp = T.

2. zu = 2(2% +97)/ (2 +17) = 2 20 = (=2zy + 22y) /(2® + ¢*) = 0.

3. Kontrol: 22 + y? = 2%, dolayisiyla z = 2u.

Ornek 6.4 | Ug ara degiskenli ders drnegi

S=In(z? +y?+2%), 2 =u+v,y =u— v,z = 2y/uv. Pozitif u ve v i¢in S,, S, bulunuz.

Ders fotografindan | IMG-20261108-WA®077. jpg
J

Adim adim ¢6ziim
1. 2y =y =1Ly = 1,y = —1, 2, = v/J/uv, 2z, = u/y/uv.

2. Payda 22 + y? + 22 = 2(u +v)2. Zincir toplamlar1 S, = S, = 2/(u + v).

3. Dogrudan S = In2 + 2In(u + v) ayni sonucu verir. «, v > 0 se¢imi kokun icte tiirevlen-
mesini ve logaritmanin tanimini giivenceye alir.

50 Hem dogrudan hem dolayh bagimhhk

Bazen bir degisken hem f icinde dogrudan goriinur hem de ara degiskenlerin i¢inde yer alir.
Ornegin z = f(x,y), y = y(x) ise f nin X e dogrudan katkis1 da eklenmelidir. Yalnizca dolayl
yolu almak bir terimi kaybettirir.

Ornek 6.5 | iki bagimsiz yeni degiskenle karmasik érnek

z=e"Y, ¢ =sinu,y = v, u,v # 0. 2y, 2o yi bulunuz.
Ders fotografindan | IMG-20261108-WA@079. jpg

1. f, = eV )y, fy= —ze®Y [y2. 1, = COSu, Ty = 0, Yy = 2uv, Yy, = u.

2. 2, = SN/ (W) [cos u/ (uv) — 28in u/(udv)].

3. 2z, = —eSu/(W*0) sin y /(u20?). I¢ ifadeyi 6nce sadelestirip tiirev almak da kontrol yon-
temidir.
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51 Kapali fonksiyonlarda tiirev

F(z,y) = 0 denklemi y yi agik¢a ¢6zmeden yerel olarak y(x) tanimlayabilir. F bir komgulukta
surekli birinci tiirevlere sahipse ve F, # 0 ise kapali fonksiyon teoremi bu yerel ¢6ziimi
guvenceye alir. Tirev alinirken y nin de x e bagh oldugu unutulmamahdir.

F,+EFyr=0 = y=-—— F, #0.

Ug degiskende F(z,y, z) = 0,z yiyerel olarak z(x,y) tammliyorsa X tiirevinde y sabit, y tiirevin-
de x sabit tutulur. Stirekli birinci tiirevler ve F, # 0 koguluyla asagidaki formiuller gecerlidir.

Ornek 6.6 | Tahtadaki kapal tiirev sorusu

22423 + 329? + 4x2 + 3y + 5z — 23 = 0 denkleminin tanimladig1 z(x,y) i¢in (1,2) noktasinda
2y, 2y Nedir?

Ders fotografindan | IMG-20261108-WAQ081. jpg

1. Once z bulunur: 22° + 4z = 0. Gergek ¢éziim z = 0; inceleme noktasi (1, 2,0).

2. Fp =82%2%3 +3y2 + 42 + 5, Fy=6xy+3, F, = 62422 + 4.

3. Noktada F, = 17,F, = 15,F, = 4 # 0. BOylece 2z, = —17/4,2, = —15/4. Yerel z(X)y)
yorumu gecerlidir.

.

Ornek 6.7 | Kapali denklemin teget diizlemi

z? +y? + 22 = 9 kiiresinin (1, 2, 2) noktasindaki teget diizlemi nedir?

Pekistirme

1. F =2+ y? + 2% — 9, gradyani (2z, 2y, 22). Noktada normal (2, 4, 4).

2. 2(x —1)+4(y — 2) +4(z — 2) = 0, yani z + 2y + 2z = 9. Bu normal merkezden noktaya
giden yaricapla paraleldir.

52 ikinci tiirevde zincir kurah

Bir degisken donustimiunde ikinci turev alinirken ilk zincir toplaminin hem katsayilar: hem
tirevleri degisir. Bu nedenle i¢ fonksiyonlarin ikinci tiirevleri de ortaya ¢ikar. = = z(t),y =
y(t) icin surekli ikinci tirevler varsayimiyla:

d*z
W = fww(x/)Q + 2fwyx/y/ + fyy(?ﬂ)z + fac-'L'// + fyy//'
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Ornek 6.8 | Dersteki diferansiyel denklem déniisiimii

r = ¢! donisimi altinda 22y, + ry, — vy = 0 denklemini t degiskenine donistiiriniz.
Ders fotografindan | IMG-20261105-WAQ042. jpg

Adim adim ¢oziim

1. dt/dx = 1/z. Dolayisiyla vy, = y;/x.

2. Yeniden x tlirevi: y,, = (v — v;)/x>. Burada hem y, hem 1/z tlirevlenir.

3. Denklem (y; — 1) + y+ — y = 0, yani y;; — y = 0 olur. Donusgim « > 0 i¢in gecerlidir.

53 Gradyan: tiirevleri bir vektorde toplamak

Miifredati tamamlayan anlatim

Fotograflarda zincir kurali ve kapal tiurev ornekleri acik¢a goruliyor. Yonlu tirev ve
gradyan ise verilen mufredatin 6. bashginda yer aliyor; bu alt bolumler standart vektor
analizi kurallariyla tamamlandi. Asagidaki 6rnekler ders tahtasindan aktarilmis sorular
olarak sunulmuyor.

Bir skaler alanin gradyani kismi tiirevlerden olusan vektordur. Sicaklik alaninda her noktada
hangi yone gidildiginde sicakhigin daha hizh arttigini anlatir. Skaler alan sayisal deger verir;
onun gradyani bir vektor alanidir. Bu fark, birim ve boyut kontroli i¢in énemlidir.

Vf = (fzvfy)v VE = (FmaFvaz)'

Turevlenebilirlik altinda kiiguk bir h yer degistirmesi i¢in f(P + h) — f(P) = Vf(P) - h.
Boylece 6nceki bolumdeki tam diferansiyel, gradyanin yer degistirmeyle skaler carpimidir.
Gradyanin bilesenleri, koordinat eksenlerindeki degisim hizlaridir.

54 Yonlu turev ve yonii birimlestirme

Kismi tiirev yalniz eksenler boyunca degisimi 6lcerken yonlu tiirev segilen herhangi bir birim
yonde birim uzunluk basina degisimi 6lcer. w birim olmak zorundadir. Yon v olarak verilirse
once v/||v|| alinir. P den Q ya yon sorulursa vektor Q-P dir.

. f(P+hu)— f(P

Duf(P) = lim ( h) (P)

Son esitlik f nin P de tlirevlenebilirligi altinda gecerlidir. Yalnizca kismi tiirevlerin varhigim

bilmek yeterli degildir. Birim olmayan vektorle skaler ¢carpim, o parametrizasyonun hizin
da igerir; standart yonlu tiirevle ayni say1 olmayabilir.

=Vf(P)-u,  [uf=1
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Ornek 6.9 | Birim olmayan yénden yénlii tiirev

f(z,y) = 2%y + 3y, P = (1,2), yon v = (3,4). Yonli tiirev nedir?

Pekistirme

1. fo =2y, f, =22 +3. Vf(1,2) = (4,4).

2. Yonun normu 5; w = (3/5,4/5). Duf = 4(3/5) + 4(4/5) = 28/5.

3. Birimlegtirmeden alinan 28 sonucu, parametre hizini 5 katina ¢ikarir ve bu sorunun
istedigi birim uzunluk basina tirev degildir.

Ornek 6.10 | P den Q ya dogru degisim

F(z,y,2) =22 +y> + 2%, P = (1,0,2), Q = (3,1,4). P de Q yoniindeki tiirev nedir?

Pekistirme

Adim adim ¢6ziim

1. Q — P=(2,1,2),norm 3; birim yon (2,1,2)/3. VF(P) = (2,0,4).

2. Skaler ¢arpim (4+-048)/3 = 4. Sonucun pozitif olmasi1 bu yonde ilk anda alan degerinin
arttigini gosterir.

55 En hizli artis, azalis ve degismeyen yon

Sifir olmayan gradyan icin Dy f = ||V f|| cos 6. En biiytik kosinis 1, en kiigiik -1 oldugundan en
hizli artig gradyan yonundedir. Gradyana dik yonlerde birinci mertebeden degisim sifirdir.
Bu, fonksiyonun o dogrultuda her uzaklikta sabit kalacagi anlamina gelmez.

Vf
max Dyf =||Vf], w = —,
e Duf VAl Wmax IV

Ornek 6.11 | Gradyanla yon secmek

f = 22 +2y? icin P =(1,1) noktasinda en hizl artis yont, hizi ve sifir degisim yoni nedir?

min Dy f = —||Vf]|.

Pekistirme

J

1. Vf = (2z,4y); P de (2,4), norm 2+/5. En hizli artis birim yoni (1, 2)/v/5, hiz1 2v/5.

2. Enhizh azalis ters yonde ve tiirev —2+/5. Sifir tiirev yonlerinden biri (-2, 1) /+/5, ¢ciinki
(2,4)-(—=2,1) =0.
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Gradyan sifirsa

Vf(P) = 0 ve f turevlenebilir ise tim birim yonlerde birinci yonlu tirev sifirdir. Bu
bilgi tek basina maksimum, minimum veya sabitlik gostermez; daha ytiksek mertebe
inceleme gerekir.

EREE

Gradyan seviye egrisine diktir. Birim yon gradyana dondikce yonlu tlrev artar.

56 Gradyan neden seviye kiimesine diktir?

f(z(t),y(t)) = c seviye egrisi boyunca sabittir. Zincir kuraliyla 0 = f,a/ + f,y/ = Vf - r.. Do-
layisiyla sifir olmayan gradyan egrinin tegetine diktir. U¢ boyutta ayni kanit seviye yiizeyi
uzerindeki buitin teget yonler icin gecerlidir.

Ornek 6.12 | Seviye egrisinin teget dogrusu

x? + 2y? = 3 egrisinin (1,1) noktasindaki tegeti nedir?

Pekistirme
J

1. Gradyan (2,4) tegete normaldir. 2(x — 1) + 4(y — 1) = 0, yani = + 2y = 3.

2. Bu dogrultu 6nceki ornekteki sifir yonli tirev dogrultusuyla aynidir. Teget dogrusu
egriye yalnizca yerel olarak yaklasir.

57 Butuin konulari baglayan ¢oziim stratejisi

1. Degiskenlerin bagimhliklarini 6nce yaz; her bagimsiz yolun katkisini ekle.

2. Kapali tiirevde once noktayl tamamla, sonra paydadaki tiirevin sifir olmadigini denetle.
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3. Yonlu tirevde yonu birimlestir; tiirevlenebilirlik kogulunu kontrol et.
4. En hizh artis yon sorusudur, en hizh artis hizi ise norm sorusudur.

5. Seviye yluzeyinde gradyani normal olarak kullan; noktanin ylizeyde oldugunu dogrula.

Ornek 6.13 | Birlesik pekistirme

f(z,y) = e*~¥, P =(0,0). P de teget diizlem, (1, 1) yoninde tirev ve en hizh artis yoninu

bulunuz.

Pekistirme

1. f(P)=1,Vf(P)= (1,-1). Grafik uizerindeki teget dizlem = = 1 + = — y.

2. Birim yon (1,1)/+/2; yonli tirev 0. En hizh artig yont (1, —1)/+/2, artis hiz1 v/2.

3. = = y dogrusu uUzerinde fonksiyon gercekten 1 dir. Bu 6rnekte sifir tiirev sabit seviye
dogrultusuna karsilik gelir; her fonksiyonda boyle kiiresel bir sonu¢ ¢ikarilmaz.
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Kaynaklar ve kapsam

Bu metin 156 ders/defter fotografl ve alt1 bashikli miufredata gore 6zgin olarak yazildi. Fo-
tograflar dersin sira ve drneklerini belirler. Ek sorular pekistirme olarak etiketlidir; ¢ikmig
siav sorusu iddiasi yoktur. Soluk semboller tahminle aktarilmadi. Gradyan ve yonlu tirev,
mifredat geregi tamamlanan anlatimdir. Fotograf bazinda inceleme dizini web sitesinde ve
analysis/FOTOGRAF_INCELEMESL.md dosyasinda bulunur. Birincil ders malzemesi. Kul-
lanicinin sagladigl 156 JPG ders/defter fotografi ve mufredat.png. Dosya tarihleri ders tarihi
olarak varsayilmadi. Konu-fotograf eslestirmesi fotograf dizinindedir.

Erwin Kreyszig - Advanced Engineering Mathematics. Dersin belirtilen kitab1. Wiley 10.
baski bolum diziniyle vektor diferansiyel hesabi baghgi eslestirildi; tam kitap dosyasi saglan-
madi. Kitaptan birebir metin veya soru aktarimi yapilmadi. https://bcs.wiley.com/he-bcs/
Books?action=contents&bcsId=6140&itemId=0470458364

KOCW - Kreyszig temelli Boliim 9 ders notlari. Sungkyunkwan / Kim Munhyeon, vektor-
ler ve vektor fonksiyonlari. Acik tiiniversite notu kavram ve formil kontrolinde kullanildi.
Buradaki Turkce aciklamalar ve ¢ozimler 6zgun olarak yazildi. https://contents.kocw.net/
KOCW/document/2015/sungkyunkwan/kimmunhyeon3/8.pdf

Zill ve Wright - Calculus / Matematik. Kullanicinin verdigi bibliyografya: I. N. Cangiil ce-
virisi, Nobel, 2013. Tam metne erisilmedi; baskiya 6zgl sayfa ve soru numarasi atfedilmedi.

Mustafa Balci - Genel Matematik II. Kullanicinin verdigi bibliyografya: Siirat, 2013. Tam
metin saglanmadi; bu kitaptan dogrulanmis alint1 veya sayfa atfi yapilmada.

MIT OCW - 18.02 ders notlari. Denis Auroux, 2007. Ders duizeni ve kavram denetimi icin
acik ders dizini. Mufredat disindaki ¢ok katli integraller ve integral teoremleri bu calismaya
eklenmedi. https://ocw.mit.edu/courses/18-02-multivariable-calculus-fall-2007/pages/
lecture-notes/

MIT - Teget diizlem ve gradyan. Gradyanin teget diizlem ve yonli turevle iligkisi i¢in agik
teknik kontrol kaynag1. Konuya eklenen ornekler 6zgin pekistirme sorularidir. https://www.
ocw.mit.edu/ans7870/18/18.013a/textbook/HTML/chapter@6/section®d5.html
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